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POKYNY KE STUDIU

Teorie systémi

Pro predmét 4. semestru oboru Automatizace a pocitacova technika v primyslu jste obdrzeli
studijni balik obsahujici

integrované skriptum pro distan¢ni studium obsahujici i pokyny ke studiu
harmonogram prub¢hu semestru a rozvrh prezencni ¢asti

rozde¢leni studentii do skupin k jednotlivym tutorim a kontakty na tutory
kontakt na studijni oddéleni

Cilem predmétu

je seznameni se zakladnimi pojmy systémové teorie a systémovych aplikaci. Po prostudovani
modulu by mél student byt schopen orientace v matematickém popisu, vlastnostech a chovani
statickych a dynamickych systémti.

Pro koho je predmét urcen

Modul je zafazen do bakaldiského studia oboru Automatizace a pocitacova technika v
primyslu studijniho programu Ekonomika a fizeni primyslovych systémt, ale mlze jej
studovat 1 zajemce z kteréhokoliv jiného oboru.

Skriptum se déli na Casti, kapitoly, které odpovidaji logickému déleni studované latky, ale
nejsou stejné obsahlé. Predpokladana doba ke studiu kapitoly se miize vyrazné lisit, proto jsou
velké kapitoly déleny déle na ¢islované podkapitoly a tém odpovida niZze popsana struktura.

Pri studiu kazdé kapitoly doporucujeme nasledujici postup:

@ Cas ke studiu: xx hodin

Na tvod kapitoly je uveden &as potiebny k prostudovani latky. Cas je orientaéni a mize vam
slouzit jako hrubé voditko pro rozvrZeni studia celého predmétu ¢i kapitoly. Nékomu se ¢as
muze zdat ptili§ dlouhy, nékomu naopak. Jsou studenti, ktefi se s touto problematikou jeste
nikdy nesetkali a naopak takovi, ktefi jiZ v tomto oboru maji bohaté¢ zkusenosti.

_?@ Cil: Po prostudovani tohoto odstavce budete umét

® popsat ...
® (efinovat ...

® vyyfesit ...

IThned potom jsou uvedeny cile, kterych mate dosdhnout po prostudovani této kapitoly —
konkrétni dovednosti, znalosti.



LI Vyklad

Nasleduje vlastni vyklad studované latky, zavedeni novych pojmu, jejich vysvétleni, vse
doprovazeno obrazky, tabulkami, feSenymi ptiklady, odkazy na animace.

Z Shrnuti pojmi

Na zavér kapitoly jsou zopakovany hlavni pojmy, které si v ni mate osvojit. Pokud nékterému
z nich jesté nerozumite, vrat'te se k nim jeste jednou.

‘7 Otazky

Pro ovéfeni, ze jste dobte a uplné latku kapitoly zvladli, mate k dispozici nékolik teoretickych
otazek.

Q Ulohy k fe$eni

=

Protoze vétSina teoretickych pojmil tohoto pfedmétu ma bezprostfedni vyznam a vyuziti v
praxi, jsou Vam nakonec ptredkladany i ulohy k feSeni.

ﬂg—ﬂ Kli¢ k reSeni

Vysledky zadanych piikladii i teoretickych otdzek vySe jsou uvedeny v zavéru ucebnice
v KIi¢i k feSeni. Pouzivejte je aZ po vlastnim vyfeSeni uloh, jen tak si samokontrolou ovéfite,
ze jste obsah kapitoly skute¢né uplné zvladli.

Uspésné a prijemné studium s touto ucebnici Vam pieje autorka vyukového materialu

Zora Janéikova






Systém a jeho okoli

1. SYSTEM A JEHO OKOLI

@ Cas ke studiu: 1 hodina

@ Cil Po prostudovani této kapitoly budete umét

e definovat a popsat zdkladni pojmy teorie systému
e popsat chovani systému, jeho stav a vlastnosti
e provést klasifikaci systému podle riznych hledisek

LLIJ| Vyklad

Zakladni pojmy

Systém je usporadanou mnozinou prvkii, mezi nimiz pusobi vzajemné vazby (vztahy, relace),
v jejichz disledku je docilovano takového chovani celku vici okoli, které neni dosazitelné
pusobenim pouhého souboru jeho vzajemné neprovazanych prvki.[1]

Za systém muzeme povazovat:

e realny objekt (spolecnost, pocitac)

e projekt redlného objektu

e proces nebo komplex procest (technologicky proces)

e problém nebo komplex problému

¢ soubor informacnich, regulacnich a fidicich aktivit, které se vztahuji k jistému redlnému
problému, jeho projektu (komunikacéni systém, fidici systém)

e abstraktni myslenkovou konstrukci, vyrokovou konstrukei a konstrukci matematickych
vyrazi, které je zaloZena na redlném objektu nebo ktera je vytvaiena bez pfimého vztahu k
tomuto objektu, procesu, problému

Schematickd piredstava pusobeni okoli na system i systému na své okoli je zachycena na
obr. 1. Systém transformuje vstupni podnéty (U) zokoli na vystupni pusobeni (Y),
predstavujici reakeci systému na tyto vstupni podnéty. Jeho transformacni proces je ptritom
uren jak vlastnostmi chovani jednotlivych prvkt systému, tak 1 jejich vzdjemnym
uspofadanim, kterym je vymezen charakter vzajemnych vazeb mezi prvky systému.

Systém Okoli

Transformaéni proces
Vstupy (U) Vystupy (Y)

Obr. 1 Pasobeni okoli na systém a systému na své okoli

Prvek - zngjakého hlediska dale nedélitelnd cast celku. Hledisku, které¢ definuje dale
nedélitelny prvek, fikdme rozlisovaci uroven. Nedélitelnost prvku je relativni. Z jiného
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Systém a jeho okoli

hlediska (rozliSovaci trovné) mize byt prvek dale délitelny. RozliSovaci uroven se zvysSuje
dekompozici systému na jednodussi prvky. Zvysime-li rozliSovaci Groven, mize se diivéjsi
prvek stat systémem, kdyz se v ném diferencuji prvky vyssi rozliSovaci urovné a objevuji se
vazby mezi nimi.

Ve vztahu k okoli systému rozliSujeme prvky vnitini a hranicni. Hrani¢ni prvky mohou byt
jednak vstupni a jednak vystupni. Vstupni prvky jsou takové, jejichz vazby sméfuji pouze
k prvklim systému a v nichZ naopak vazby s prvky okoli konéi. Vystupni prvky jsou takové,
v nichZ vazby s prvky systému kon¢i a z nichZ vazby na prvky okoli vychazeji.

Vazba systému - zpisob spojeni mezi prvky systému nebo mezi prvkem systému a prvkem
jeho okoli. Vazby mezi prvky tvoticimi systém méni pouhou mnozinu prvkll na souvisly
celek, jehoz vlastnosti jsou dany jak vlastnostmi jednotlivych prvki, tak charakterem vazeb
mezi nimi.

Typy vazeb:

z hlediska vztahu k okoli systému:

e vnitrni - spojuje prvky systému mezi sebou

e vnéjsi - spojuje hranicni prvek systému s okolim

z hlediska uspotadani prvki:

e sériovd - usporadani prvka za sebou

e paralelni - uspotradani prvka vedle sebe, soubézné

e zpétna - spojeni mezi vystupem a vstupem téhoz prvku, subsystému nebo systému, které
zpusobuje, Ze vstup je zavisly na vystupu; miiZze byt pozitivni nebo negativni.

z hlediska ohodnoceni parametry:

parametry vazeb - kvantitativni znaky vazeb (napf. nasobnost vazby, ¢asovy interval trvani
vazby, vzdalenost apod.)

o jednoparametricka

o viceparametrickd

Okoli systému - GCelové definovand mnozina prvki, které nejsou prvky daného systému,
avSak vykazuji k nému vazby, které jsou pro dany ucel vyznamné. V okoli nas nezajimaji
vztahy mezi jeho prvky. Systém a okoli na sebe vzajemné plisobi, jsou ve vzajemné interakci.
Pfi zkoumani interakce systému a okoli definujeme nasledujici pojmy: vstup, vystup systému,
uzavreny a otevieny systém.

Vstup systému (U) - mnoZzina vazeb nebo proménnych, jejichz prostfednictvim plisobi okoli
na systém.

Vystup systému (Y) - mnozina vazeb nebo proménnych, jejichz prostiednictvim systém
pusobi na okoli.

Uzavieny systém - systém, ktery nema vstup ani vystup
Otevieny systém - systém, ktery ma aspon jeden vstup nebo vystup

Absolutné uzavieny system je zvlaStnim ptipadem, ktery ve skuteCnosti neexistuje.
Nejcastéjsim druhem systému jsou relativné uzaviené systémy, které maji nékteré vazby
s okolim, pifiCemz je presn¢ vymezeno hledisko, z kterého je uzavienost minéna (napf.
z hlediska vymény latkové, energetické nebo informacni).

U otevienych systémi rozeznavame jejich podnéty a odezvy.




Systém a jeho okoli

Podnét (stimul) -stav veliCin vstupnich proménnych, ktery charakterizuje dané ptasobeni okoli
na systém v ur¢itém casovém okamziku

Odezva - stav veliCin vystupnich proménnych charakterizujici ptisobeni systému na okoli
vyvolané podnétem na vstupu systému.

Doba odezvy (Casové zpoZdéni) - Cas, ktery uplyne od okamziku objeveni se podnétu na
vstupu systému do okamziku objeveni se k nému pfislusné odezvy na vystupu systému.

V nékterych ptipadech je ucelné rozliSovat v systému jeho Casti, jejichz prvky vykazuji
vyznamnéj$i vazby mezi sebou nez k jinym prvkim systému, a tvofi tedy uvnitf systému
relativné samostatné celky. Hovofime o subsystéemech a dilcich systéemech. Vztah mezi
systémem, subsystémy a dil¢imi systémy je ziejmy z obr. 2:

A;- prvky subsystému 4
B; - prvky subsystému B
k - vazby kvality k&
q - vazby kvality ¢

subsystém A subsystém B

dil¢i systém k

diléi systém ¢

Obr. 2 Vztah mezi systémem, subsystémy a dil¢imi systémy.

Za subsystémy povazujeme Casti systému tvoiené prvky téze kvality a vazbami, které tyto
prvky spojuji.

Za dilci systémy povazujeme fezy systému tvofené vazbami téze kvality a prvky, které tyto
vazby spojuji.




Systém a jeho okoli

Subsystémy a dil¢i systémy jsou tedy podmnoziny prvkii a vazeb, které jsou z néjakého
divodu vyclenény ze systému a jsou chapany bud’ jako novy systém nebo jako prvek.

Pro vymezeni subsystému jsou rozhodujici prvky zaclenéné do daného subsystému.
Subsystém obsahuje né&které prvky systému a vSechny vazby definované mezi prvky
zaclenénymi do téhoz subsystému.

Pro vymezeni dil¢iho systému je rozhodujici kvalita (typ) vazeb zaclenénych do tohoto
dil¢iho systému. Dil¢i systém obsahuje vSechny vazby dané kvality (daného typu) v systému a
vSechny prvky, které jsou témito vazbami spojovany. Pokud do prvku vstupuje nebo z néj
vystupuje vice vazeb riznych kvalit, budou vazby riznych kvalit spadat do rtiznych dil¢ich
systémill a prvek mizZe byt soucasné prvkem nékolika dil¢ich systémi. V tomto prvku muize
dochdzet k prekryvani struktur. Zatimco subsystémy téhoz systému byvaji zpravidla
disjunktni (nemaji zaddny spolecny prvek), pro dil¢i systémy téhoZz systému totéz tvrzeni
neplati.

Na vysvétleni:

Vztah subsystémil a dil¢ich systému lze dobfe demonstrovat na lidském téle. Zatimco napt. hlava,
srdce, plice, zaludek atd. mohou byt povazovany za subsystémy, tvoii napf. nervova soustava,
krevni obéh, lymfaticky obéh apod. zcela ziejmé dil¢i systémy.

Struktura systému - mnozina prvki a vazeb mezi nimi vcetné jejich uspofadanosti a
organizace.

Usporadanost je pouhé vzajemné piifazeni prvka systému na zakladé vazeb.

Organizace predpoklada nejen uspotfaddanost prvkll a vazeb systému, ale zahrnuje také urcité
specifické vzajemné vztahy mezi ¢astmi systému, tj. mezi jeho subsystémy, dil¢imi systémy a
hierarchickymi Grovnémi.

Hierarchie je asymetricky vztah mezi dvéma prvky systému, ve kterém zdroj mezi nimi
existujici vazby vystupuje viici jejimu spottebiteli jako nadiizeny a jednoznacné tak vymezuje
chovani spotiebitele vazby.

Hierarchicka struktura - je takova struktura, kdy kazdy prvek patfici do urcité tirovné je

Cvwr

struktury nemize patfit souc¢asné do vice Grovni.

Vazby v hierarchické struktute:
1) vazby vertikalni - vazby mezi prvky riznych Grovni
2) vazby horizontalni - vazby mezi prvky téze tirovné

Hierarchické struktury s vyluéné vertikdlnimi vazbami piedstavuji strukturu tvaru strom
(obr. 2).

Chovani prvkli na podfizené urovni hierarchické struktury je iniciovano povely od prvki
nadfizenych a vazba od podiizeného prvku k prvku nadfizenému nepiedstavuje spojeni pro
prenos povell, ale slouzi pouze ke zpétnovazebnimu toku informaci o zpuisobu splnéni
piijatych poveld.

Hierarchické uspotfadani systému je v praxi zcela bézné a vyjimkou je v redlném svété spise
existence systému bez hierarchicky uspotadanych vnitinich vazeb. Prikladem hierarchického
uspofadani objektivni reality svéta je napf. skladba krystald. V uzlech jejich mfiizky jsou
molekuly slozené z atomil, jejich vnitini struktura je vymezena uspofadanim elementarnich
¢astic hmoty. Jinym piikladem hierarchie je uspofadani jednotek armady nebo hierarchicka
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Systém a jeho okoli

struktura automatizovanych systemu fizeni technologickych procestl, vyroby a podniku jako
celku: ASRTP se realizuje na trovni dilny nebo provozu a jsou zabezpefeny vazby na ASR
vyroby a ASR podniku podle obr. 4.

O O O

O O O

Obr. 3 Hierarchicka struktura tvaru stromu

Obdobi:

rok, ctvrtleti, mésic

tyden, den, sména

hranice realného ¢asu

kapacitni
planovani
a bilancovani

IhGtoveé
planovani

rozvrhovani
vyroby

ASR podniku

o operativni fizeni ASR vyroby
realny cas vyrobniho procesu
ASRTP
v L \i
fidici systémy| 1 2 3
material, ! ! i vyrobek
energie
nerge I 4 2 4 3 |—
agregaty

Obr. 4. Hierarchicka struktura automatizovaného systému fizeni v podniku
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Systém a jeho okoli

Chovani systému, jeho stav a vlastnosti

Systém se v kazdém ¢asovém okamziku nachazi v urCitém stavu.

Stav systému (Z) je soubor okamzitych hodnot vSech veliin systému, které Ize v daném
casovém okamziku u systému rozpoznat a které spolu se znalosti vstupt systému urcuji jeho

vystupy.

Typické stavy systému:

- rovnovazny stav: pro konstantni vstup U je vystup Y také konstantni

- rovnovazny oscilacni stav: pro konstantni vstup U je vystup Y periodickou funkci
- nerovnovazny stav: pro konstantni vstup U je vystup Y neperiodickou funkci

Nerovnovazny stav miize byt trvaly, pak jde o nestabilitu systéemu nebo docasny, kdy jde o
prechodovy déj v systému po vychyleni systému zrovnovdzného stavu zménou vstupni
veli¢iny nebo poruchou.

Stabilita systému je jev, kdy po vychyleni systému z rovnovazného stavu zménou vstupu nebo
poruchou dochazi u systému v koneéném ¢ase k novému rovnovaznému stavu. Casto je navrat
do ptivodniho stavu nemozny, protoze se zménily podminky, v nichZ systém existuje. Pak si
systém muze najit stav odchylny od vychoziho stavu, ktery je rovnéz stabilni.

Chovani systému je odezva na vstupni podnét v daném casovém intervalu. Chovani systému
zavisi na jeho vlastnostech.

Vlastnosti systému jsou definovany jako jakakoliv podobnost v pfechodech systému z
jednoho stavu do stavu nasledujiciho za zndmych podnét a omezujicich podminek.

Chovani systému je v podstaté projevem urcitych funkci systému. Funkce systému je
vyrazem Casoveé proménného vyvoje transformacniho procesu pti prevodu vstupniho pisobeni
podnéti (stimulil) z okoli na pozadované vystupni reakce (systém ptechazi z pocatecniho
stavu do stavu cilového).

Transformace (probihajici v systémech) - jsou to zpiisoby pfemén podnétu prvku,
subsystému nebo systému (U) na reakce (Y).

Schematicky mliZeme tento vztah vyjadfit:

y — i
okoli uy ——— SYSTEM ——y, okoli
u, ——— (Fo) B
,7;, 17

Obr. 5 Vztahy systému a okoli
Pro vektory U, V, Y plati:

U= (uy, uy,....... Uy) mefitelné vstupy
Y=0y2c.m) méfitelné vystupy
V=1 vy.... Vi) . poruchové vstupy
Z=(z], Z2e... z;) stav systému

12



Systém a jeho okoli

Operdtor transformace systému (Fo) - souhrn pravidel, podle kterych se kazdému vstupnimu
vektoru systému (U) a vektoru stavu systému (Z) pfifazuje vystupni vektor systému (Y).

Klasifikace systémi podle riznych hledisek

1) z hlediska vztahu k okoli
e uzavieny systém - nema vstup ani vystup
e otevieny systém - md aspoil jeden vstup nebo vystup

Pro uzavreny systém plati princip ekvifinality: cilovy stav uzavieného procesu je jednoznacné
vymezen jeho stavem vychozim a pribéhem funkci transformac¢niho procesu, tzn., ze pokud
nedojde ke zméné vychoziho stavu systému anebo ke zméné vlastnosti prvkl systému
vymezujicich funkce transformacniho procesu, pak je systém vzdy ptfeveden do jednoho a
téhoz cilového stavu. Na platnosti tohoto principu ekvifinality jsou zaloZzeny mozZnosti
opakovatelnosti experimentli a technickych feSeni vyrobnich procesi v riznych systémech,
pokud je zabezpefena uzavienost systému. Tento princip neplati pro ofeviené systemy. Ty
mohou dosahnout stejné¢ho cilového stavu z riiznych vychozich stavii odliSnymi zptlisoby
provadéni transformacnich funkei. To je hlavni pfi¢inou obtizné opakovatelnosti vysledkt
biologickych nebo socidlnich experimentt 1 za stejnych nebo jen malo odliSnych podminek.

2) z hlediska zakonitosti vymezujicich pribéh funkci systému

e deterministické systémy - zakonitosti (hodnoty proménnych) vymezujici chovani systému
jsou jednozna¢né uréeny (napt. logické obvody)

e stochastické systétmy -  funkce systému jsou popisovany  zakonitostmi
pravdépodobnostnimi (proménné se chovaji ndhodné), tzn., ze chovani systému mize mit
pti tychz podnétech a témze stavu vice variant, a to kazdou s urcitou pravdépodobnosti.
(napf. hraci kostky, poruchy)

e neurcité (fuzzy, rozmazané) systémy - jejich funkce nelze vyjadiit Zadnou zakonitosti
(napf. relace malo, dostate¢n¢, mnoho...)

V prvnich dvou pfipadech se funkce systému fidi uréitymi zakonitostmi. Ve skutecnosti

neexistuje absolutné deterministicky systém, avSak stochasti¢nost nékterych systémi je tak

mala, ze je pokladame za deterministické (napf. Sum systému je mensi nez rozliSovaci

schopnost méficiho pfistroje). V pfipad€ neurcitych systémi nelze o zakonitosti v jejich

chovani hovotit a k jejich popisu je pouzivano aparatu teorie tzv. fuzzy mnozin.

3) z hlediska redlné existence systémii

o realné systémy - objektivné existuji (napf. pec)

e abstraktni systémy - predstavované imaginarnimi prvky (napf. matematické modely
systému na pocitaci)

4) z hlediska vztahu k c¢asu
o statické systémy - stav systému se s ¢asem neméni (napi. budova)
e dynamické systémy - stav systému se s casem méni (napt. zapnutd zehlicka)

5) z hlediska zmén chovani v case

e stacionarni systémy (€asové invariantni) - chovani (stav) systému je s Casem neproménné,
jeho chovani pfi daném vstupu nezavisi na ¢asovém intervalu, ve kterém se realizuje;
parametry matematického popisu systému (napt. diferencidlni rovnice) jsou konstanty
(napf. stejné zatizeny elektromotor v okoli pracovniho bodu)

e nestaciondrni systémy (Casov€ variantni) - chovani systému je Casové proménné, jeho
chovani pfi daném vstupu zdvisi na casovém intervalu, ve kterém se realizuje (napf.
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elektromotor mimo okoli pracovniho bodu), parametry matematického popisu nejsou
konstanty.

6) z hlediska spojitosti velicin systému v case

e spojité systémy - vSechny veli€iny systému se meni s Casem spojité (napi. teplota v peci)

o diskrétni systémy - vSechny veli¢iny se neméni s Casem spojité, ale maji diskrétni skoky
(napf. veli¢iny v pocitaci - pocet bitd, stav populace)

e hybridni systémy - nékteré veliiny jsou spojité, jiné nespojité v Case

Nékdy se spojité systémy umyslné prevadéji na diskrétni nebo jsou jako diskrétni
interpretovany (méfeni v urcitych ¢asech méftici tstfednou nebo fizeni pocitacem)

7) z hlediska, zda systém dosahuje ustdleného stavu ¢i nikoli

e proporcionalni (statické) systémy - dosahuji ustdleného stavu (napf. teplota v peci,
zehlicka)

e integracni (astatické) systémy - nedosahuji ustadlené¢ho stavu (napt. naddrz s ptitokem bez
odtoku)

8) z hlediska charakteru matematického popisu

e linedrni systémy - vSechny prvky matematického popisu systému jsou linearni operace
(sCitani, od¢itani, ndsobeni konstantou, integrace, derivace)

e nelinedrni systémy - aspon jedna operace matematického popisu systému je nelinedrni
(nésobeni, déleni, mocniny, goniometrické funkce)

Pfi matematickém popisu redlnych zafizeni zpravidla obdrzime nelinedrni matematické
vztahy, které znacné¢ komplikuji dal$i vyuziti vysledkd. Pro malé zmény vstupnich a
vystupnich signalii mizeme predpokladat, Ze vztah mezi nimi je linearni, tj. vyjadfitelny
linedrnimi diferencidlnimi rovnicemi. Pro transformaci nelinearnich systémi na linedrni
pouzivame postup nazvany linearizace.

9) z hlediska schopnosti systémii vyssi urovné

e optimalni systémy - systémy, které maji z urCitého hlediska optimalni vlastnosti; pii
optimalizaci syst¢ému musime proto definovat kritérium optimality (napf. optimalné

cvwr

e adaptivni systémy - systémy, v nichZ se uplatiluje proces adaptivity, tj. vlastnost systému,
kterda mu umoznuje reagovat na zmény stavu systému a okoli tak, aby to bylo pro jeho
existenci vyhodné (napfi. zazeni zornicek pii intenzivnim svétle)

e ucici se systémy - systémy, které méni své vlastnosti (adaptuji se) vlivem zpravidla
opakovanych podnéti s cilem dosahnout ucelnéjSiho chovani systému (napf. systémy
um¢lé inteligence)

10) z hlediska oblasti zkoumani

4

e systémy fizeni - systémy s cilovym chovanim, jejichz ¢ast ptisobi na dalsi systémy tak, aby
doséahly své zadouci funkce

e systémy regulacni - ¢asti systému fizeni, které pro svou ¢innost vyuzivaji zpétné vazby

e systémy informacni - systémy, jejichz vazby jsou realizovany informacemi a prvky jsou
mista transformace téchto informaci; zdkladem je u¢inna informacni vyména mezi prvky
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syst¢tmu a okolim, informacni systém lze definovat jako soubor lidi, technickych
prostfedkii a metod zabezpecujicich sbér, pfenos, uchovani a zpracovani dat za tcelem
tvorby a prezentace informaci.

systémy komunikaéni - realizuji pienos informaci, jsou vétSinou tvofeny zdrojem zprav,
kodérem, ptenosovym kandlem, dekodérem a pifijemcem zpravy (telefonni okruhy)

systémy interakéni - informacéni systémy obycejné s dalkovym pienosem a zpracovanim
dat, v nichZ dochazi k vzajemnému ovlivilovani ¢innosti jednotlivych ¢asti systému na
zaklad¢ vzajemného predavani a hodnoceni informaci (napf. rezervace letenek, mistenek,
celostatni bankovni spojeni apod.)

systémy ekonomické - pouzivané v oblasti ekonomického fizeni a managementu, cilem je
dosdhnout zadoucich vztahi mezi naklady a vynosy pfi respektovani fady vedlejSich cila
(napf. fizeni finan¢nich prosttedki, zasob, sledovani trhu apod.)

11) z hlediska charakteru dat, které zpracovavaji

tvrdé systémy — predstavuji systémy zpracovavajici piesné strukturovana data. Procesy
probihajici v téchto systémech Ize algoritmizovat, a tudiz maji jednoznacné zadané vstupy
a vystupy. Piikladem mohou byt primyslové systémy, ve kterych ¢loveék vystupuje jako
tvlrce algoritmil a jako kontrolni element.

mékké systémy — jsou systémy, které zpracovavaji Spatné strukturované a algoritmizované
problémy. Tyto systémy pracuji s celou fadou faktord a vstupi, které nelze piesné
kvantifikovat. Proto jsou tyto typy systému zatiZzeny velkou neurcitosti, riziky, nejistotami,
pripadné nestabilitou. Dulezitou roli v nich sehrava lidsky faktor. Typickymi ,,zastupci*
jsou firmy, banky, vzdélavaci instituce, apod.

V realném Zzivote se nejcasteji vyskytuji systémy kombinované, s nékterymi problémy dobie s
jinymi obtizné strukturovanymi a popsatelnymi (identifikovatelnymi).

2 Shrnuti pojmu

Systém, prvek, vazba systému, okoli systému, vstup a vystup systému, subsystémy a dil¢i
systémy, struktura systému, hierarchie, hierarchicka struktura, stav systému, chovani a vlastnosti
systému, operator transformace systému, klasifikace systému.

‘7 Otazky

S

Charakterizujte pojmy systém, prvek a vazba systému.
Jaky je rozdil mezi subsystémy a dil¢imi systémy?
Co znamena hierarchicka struktura?

Cim se odliSuje proporcionalni systém od integracniho?
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2. MODELOVANI A SIMULACE SYSTEMU

@ Cas ke studiu: 0.5 hodin

@ Cil Po prostudovani tohoto odstavee budete umét

charakterizovat model jako nastroj pro zobrazeni skutecnosti
popsat proces simulace

vysvétlit pojem identifikace systémi

provést klasifikaci metod identifikace systému

LI Vyklad

e i

Model

Casto je nutné zkoumat chovani rtiznych zafizeni v meznich situacich, které na skute¢ném
zafizeni nesmi nastat, nebot’ by mohly vést k znacnym Skoddm, nebo je nutno vysSetiit
vlastnosti objekti jesté pred jejich vyrobou. V takovych ptipadech je velmi efektivni pracovat
misto se skute€nym zatizenim s jeho modelem.

Model je pak zobrazeni podstatnych vlastnosti redlného (nebo konstruovaného) systému,
které¢ ve vhodné formé vyjadfuje informaci o systému. Musi vyjadiovat vztahy pfiCiny a
nasledkti. Pfi¢ina a nasledek jsou spolu prostiednictvim systému vazany operatorem
transformace F,,.

Schematicky miizeme tento vztah vyjadfit:

pricina SYSTEM | nasledek
—_— —

(jev)

Obr. 6 Vztahy v modelu systému

Popis tohoto uspofadani budeme nazyvat modelem. Pfitom je jedno, pomoci jakého
vyrazového prostiedku je tento popis proveden. Mlze byt proveden matematicky, formou
grafii, tabulek, algoritmem, ale také jen slovné.

Popis lze formalizovat:

U Y
prostredi MODEL prostredi

Obr. 7 Formalizace popisu systému
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Zde jsme oznacili:

e pficinu U (vstup modelu),
e nasledek Y (vystup modelu).
Vazbu mezi nimi lze zapsat ve tvaru

Y=F(U)

wrwe

jeho vstupu. Toto pravidlo F nazyvame operdtorem modelu.

Model realného systému je vzdy spojen se zjednoduSenim a zanedbanim nepodstatnych
detailti redlného systému, protoze realna skuteCnost muze byt lidskym pozorovatelem
vystizena jen do ur¢ité miry. Pravé tato mira rozhoduje, jak pfesné¢ bude model vystihovat
chovani realné¢ho objektu, ale soucasné urcuje jeho slozitost a tim 1 praktickou pouzitelnost
(napf. co nejptesnéjsi popis chovani redlného systému by mohl vést k tak slozitému modelu,
ze by pak nebyl prakticky pouzitelny). V této fazi tvorby modelu musime rozlisit sledované
jevy od nesledovanych, podstatné od nepodstatnych

Matematicky model je pak zobrazenim podstatnych vlastnosti redlného systému
matematickym popisem.

Simulace systémii

Zékladni princip simulace systému je nahrazeni ptivodniho systému jinym systémem, tzv.
simulacnim modelem, a zpétna aplikace poznatkli ze simulacniho modelu na pvodni systém.

Simulace pfedstavuje jeden z ucinnych nastroji pro analyzu a racionalizaci fizeni sloZzitych
procesit a systému. Simulaci miizeme popsat jako proces tvorby modelu redlného systému
vcetné procesu experimentovani s timto modelem s cilem ziskat lepsi informace o chovani
studované¢ho systému. Simulace pomaha popsat a piedvidat chovani rtiznych systémut a
procestt z mnoha obort lidské Cinnosti bez nasledki pro simulovany objekt, jeho okoli,
obsluhu, Zivotni prostiedi apod. Misto toho, abychom sledovali dynamické chovani néjakého
redlného sytému nebo procesu a jeho reakce na provedené zmény, sledujeme chovani jeho
modelu. Miizeme sledovat chovani systému za riznych podminek, v havarijnich situacich, ve
stavech, které napt. na skute¢ném objektu nesmi nastat.

Rozvoj vypocetni techniky znamenal podstatné rozsifeni moznosti fesitelnosti matematickych
modeld. UmozZnil automatizovat vypocet relaci matematického modelu. Technicka realizace
matematického modelu objektu na pocitaci se oznacuje jako peocitacovy model. Pocitatova
realizace matematického modelu umoziiuje automatizovat vypocet feSeni rovnic modelu,
¢imz uzivateli zistdva pouze zadavat vstupy matematického modelu a zpracovavat vystupy
ziskané prostfednictvim vystupnich zatizeni pocitace (grafické pribehy, tabulky). Pii
dostate¢né programové podpoie miizeme s matematickym modelem systému experimentovat
obdobné¢ jako s redlnym objektem.

Hlavni faze procesu simulace:

e vymezeni systétmu na zkoumaném objektu, uréeni matematického popisu systému -
identifikace

e sestaveni modelu (realizace napt. na PC) - modelovadni

e ov¢teni shody (verifikace) projevii modelu a objektu - simulace
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e vlastni experimenty s modelem - simulace

e aplikace vysledkt simula¢nich experimentli na zkoumany objekt

Identifikace systémii

Identifikace je proces urcovani matematického popisu modelu systému. Je to Cinnost, pfi
které urCujeme strukturu a parametry modelu. Je-li struktura zndmd, hovofime o odhadu
parametrii. Uloha identifikace spo¢iva v uréeni (syntéze) operatoru modelu F, tj. v provedeni
vyhodnoceni méfeni a ur€eni odhadu operéatoru F tak, aby byl v ur¢itém pfedem definovaném
smyslu blizky skutecnému operatoru Fo.

Objekt identifikace si 1ze znazornit takto:

vV Vo Vi
U — )
U —
SOUSTAVA
Uy,
5 ym
Obr. 8 Objekt identifikace

kde veli¢iny
Uy, U, e L Uy meéfitelné vstupy soustavy,
VI, V2, ceeeens s Ym métitelné vystupy soustavy,
Vi, V2, e L Vi poruchové vstupy soustavy.

Zkoumany systém lze identifikovat bud’ analyticky, tj. pomoci metod matematicko-fyzikalni
analyzy nebo empiricky, tj. pomoci metod experimentalnich (deterministické a statistické
metody). Praktick¢é metody lezi mezi témito dvéma krajnimi piipady. Vzdy je uzitecné
teoretickou cestou najit piiblizné matematické vztahy popisujici dany systém a
experimentalné pak uptesnit parametry, které v nich vystupuji (tzv. deduktivni postupy).

1) Identifikace metodou matematicko-fyzikalni analyzy

Identifikace metodou matematicko-fyzikalni analyzy vychéazi ze znamych ptirodnich zakont,
které umoziiuji popsat vztah mezi vstupni a vystupni veli¢inou soustavy. Pii sestavovani
rovnic (nejCastéji soustava diferencidlnich rovnic) vychdzime =z hmotovych nebo
energetickych bilanci z rovnic fyzikalnich, chemickych a biologickych procesti (napi. rovnice
kontinuity, Fourierova rovnice sdileni tepla, sdileni tepla konvekci, Bernoulliho rovnice).

Takovyto matematicky model 1ze charakterizovat jako ,, vnitini“ popis chovani zkoumaného
systému. Takovyto model reprodukuje skutecné zakonitosti, jeho parametry maji fyzikalni
smysl, je vétSinou slozity a nelinearni, ale popisuje chovani systému ve ,,vétsim rozsahu*.
Vede k jednoznacnému popisu systému.

Vyhodou této metody je to, ze umoziuje urCit matematicky model v ptipadech, kdy se
soustava teprve projektuje. Vysledkl takového rozboru lze uzit pro volbu optimalni koncepce
a detailni konstrukce celého zafizeni.
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Nevyhodou je, zZe vyzaduji dikladné teoretické znalosti pfisluSného oboru, kam
identifikovany objekt patii, a ze vysledky jsou zna¢n¢ slozité a vysledné vztahy nutno nékdy
aproximovat, linearizovat, a to na ukor pfesnosti.

2) Experimentalni metody identifikace

Pti experimentalnim zpiisobu identifikace (induktivni postupy) se matematicky model ur¢i na
zakladé experimentalné obdrzenych tdaji v chovani daného systému. Predpoklada se ptitom,
ze hodnoty vstupnich a vystupnich signalti 1ze méfit. Takovyto model lze charakterizovat jako
., vnejsi popis chovani“ daného systému. Ma vétSinou jednoduchy tvar, parametry se snadno
urcuji, ale Casto nemaji fyzikalni smysl. Takovy model je pouzitelny v ,, mensim rozsahu*
(napt. v okoli pracovniho bodu, v ustileném stavu apod.). Charakter tohoto zpiisobu je
nejednoznacny: pro systém muzeme ziskat nékolik popisii podle pouzité metody identifikace,
zvolené struktury a slozitosti modelu.

U experimentalnich metod identifikace se predpoklada, ze mizeme méfit pfimo v provozu
vstupni a vystupni signaly systému a zdznamil o ¢asovém pribehu téchto signalii pak pouzit k
vyhodnoceni dynamickych vlastnosti systémi. Rozborem vstupnich a vystupnich veli¢in
systému miizeme ziskat matematicky model vyjadiujici jeho vnéjsi popis (napft. diferencidlni
rovnici, ptenos apod.). Pfi experimentilnich metodach ptredpokladdme asponi pfiibliznou
znalost struktury objektu, ktery povazujeme za Cernou skiinku ,,black box“. Nevyhodou
téchto metod identifikace je skutecnost, Ze identifikovany objekt je obvykle soucasti vétsiho
zafizeni, a proto jej nemiizeme zkoumat izolované, jak bychom si ptali. Pfi zkouméni v
souvislosti s jinym zafizenim se nam casto nepodaii odstranit ptisobeni jinych velic¢in
zafizeni, ani poruchovych veli¢in.

Deterministické metody experimentalni identifikace neuvazuji ptisobeni ndhodnych veli¢in
na objektech ani nepfesnosti méfeni. Deterministické metody jsou jednoduché a nazorné. Je-li
meéfeni na objektu provedeno peclive, dostaneme dobré vysledky. Hodi se predev§$im pro
jednoparametrové soustavy. Pro viceparametrové soustavy se hodi tehdy, mizeme-li hodnoty
nesledovanych veli¢in zanedbat nebo jejich vliv vyloucit (udrzovanim na konstantni hodnot¢).

Statistické metody piedpokladaji plisobeni ndhodnych veli¢in na objekt, nebo Ze métené
veli¢iny jsou zatizeny Sumem. K identifikaci systémil podle ndhodnych ¢asovych prubéhi
vstupnich a vystupnich signdlii slouzi metody statistické dynamiky jako korela¢ni analyza,
regresni analyza a jiné. Statistické metody identifikace vyzaduji mnohem vétsi soubory
zmétenych dat a jejich zpracovani je mozné pouze s pouzitim pocitace.

Pfi experimentalnim zptsobu identifikace postupujeme obvykle tak, ze pro vhodné zvolenou
strukturu modelu (tim rozumime zplUsob matematického vyjadieni zavislosti vystupniho
signalu na signalu vstupnim napt. ve tvaru diferencidlni rovnice, diferen¢ni rovnice, pienosu,
impulsni charakteristiky) provedeme odhad jeho parametrii tj. koeficientl rovnic, resp.
prenosu. Provadime to obvykle aplikaci riznych metod pro vyhodnoceni zdznami odezvy
systému na definovany vstupni signal.

Vysledky experimentu lze v§ak vyuzit a zpracovat i jinymi zptsoby:

a) lze jich vyuzit k praktickému ovéteni zavérd, vyplyvajicich z matematicko fyzikalniho
rozboru soustavy, piipadné k zpfesnéni matematického modelu nalezeného cestou
matematicko-fyzikdlni analyzy,

b) v nékterych ptipadech umoznuji identifikaci konstant vyjadiujicich kvantitativné prib¢h
procesu - jako jsou soucinitelé ptestupu tepla pii ohfevu apod.
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Naopak vysledkli matematicko-fyzikalni analyzy lze vyuzit k odhadu fadu rovnice ¢i pienosu
identifikované soustavy pii experimentalni identifikaci.

Z uvedeného vyplyva, Zze obé metody se vhodné dopliuji. Lze fici, ze piredev§im vhodnou
kombinaci téchto metod je mozno vytvofit pfedpoklady pro zajisténi Uspéchu identifikace.
Nalezeni nejvhodnéjsiho zptisobu identifikace predpoklada velké teoretické znalosti a
pfedevsim urcité zkuSenosti, protoze kazdy konkrétni systém vyzaduje jiny zplsob
identifikace.

2 Shrnuti pojmu

Model, operator modelu, matematicky model, simulace systému, identifikace systémi

? Otazky

Charakterizujte pojem model systému.
Popiste proces simulace.

Vysvétlete pojem identifikace systémil.

el s

Proved’te klasifikaci metod identifikace.
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3. RIZENI SYSTEMU

@ Cas ke studiu: 0.5 hodin

@ Cil Po prostudovani tohoto odstavee budete umét

e definovat pojem fizeni systémull
e charakterizovat zdkladni druhy fizeni systémui
e popsat riizné druhy regulace systémui

LLIJ| Vyklad

Rizeni chapeme jako cilevédomé pisobeni fidiciho systému na systém fizeny za ucelem
dosazeni vyty¢eného cile.

zpétna vazba

Ridici Rizeny
cil fizeni systém | fidici pasobeni u(?) systém projevy fizeného
w(t) (model) {ovlivnitelné} y=flw) objektu viici okoli
(1)
fidici funkce poruchy v(p
(funkéni algoritmus fizeni) (neovlivnitelné, nahodné)

Obr. 9 Obecny princip fizeni

Ridici plsobeni je provaddéno podle urcitého funkéniho algoritmu, ktery je matematicky
popsan tzv. fidici funkei, kterd je v podstaté matematickym vyjadienim vztahu mezi fidicim
plisobenim a cilem fizeni (napf. stavovou rovnici, pfenosem apod.)

Ridici systém - fyzikalni zatizeni, které realizuje funk¢ni algoritmus fizeni tim, Ze generuje

fidici pasobeni u(?) na fizeny systém; matematickym popisem tohoto systému je tzv. fidici

funkce. Jako fidici systém lze chapat napt. ¢loveka, regulator, fidici pocitac apod.

Rizeny systém - fyzikalni zatfizeni, které chceme fidit (napf. technologicky proces, podnik),

matematickym popisem abstrahujeme od jeho fyzikalni podstaty a vytvaifime model vlastniho

realného objektu, ktery vyuzivame napft. pii simulaci systému na pocitaci.

Rozlisujeme-li mozné zpisoby cilevédomého plisobeni na systém, je ucelné rozliSovat mezi

sledovanim (monitorovanim systému) a vlastnim 7izenim systému.

e Sledovanim (monitorovanim) systému rozumime spojité ¢i pretrzité ziskdvani informaci
o stavu systému bez soucasného pisobeni na systém.
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e  Rizeni je cilevédomé pusobeni fidiciho systému na systém fizeny za ucelem dosazeni
vytyceného cile

RozliSujeme dva zakladni druhy fizeni podle toho, zda je obvod fizeni otevien nebo uzavien:
ovladani a regulaci.

Ovladani (dopredné rizeni = feedforward)

Jedna se o fizeni pfi otevieném obvodu. K fizeni vyuziva jen apriornich informaci o fizeném
objektu a nijak se nekontroluje jeho skutecny stav (neni zpétna vazba).

fidici systém fizeny systém
R > S
fidici veliinay akeni veliGina vystupni
w(t u(t) A veli¢ina y(2)

porucha v(t)

Obr. 10 Ovladani s méfenim poruch

Ovladéani je mozno s uspéchem pouzit je tam, kde mizeme s jistotou tvrdit, ze vystupni
veliCina fizeného systému y(?) bude presn¢ takova, jako ji predpoklada fidici systém. Aby byl
tento pozadavek splnén, musi byt do nejmenSich podrobnosti zndm matematicky popis
fizeného systému a podchyceny i1 vSechny poruchy na tento systém piisobici. Opomenuti
nékterych vazeb vede k nekontrolované odchylce skute¢né hodnoty vystupni veli¢iny
fizeného systému y(?) od pozadované hodnoty w(z). Proto se ovladani pouziva prevazné u
fizeni logického (spinace, vytahy, semafory), kde vztah mezi vystupem a vstupem fizen¢ho
systému je popsan logickymi funkcemi a vystup je svou povahou (logické 0 a 1) prakticky
nezavisly na poruchéch.

Regulace (fizeni pomoci zpétné vazby = feedback)

Jedna se o fizeni v uzavieném obvodu. Zde se navic k fizeni vyuziva i informace o stavu
fizeného systému, a to obvykle méfenim vystupni veli€iny fizeného systému y(?) (zpétna
vazba).

w(t) _e() u(?) v
J’_
— > R -l s |/
zadana hodnota  regula¢ni akeni regulovana
regul. veli¢iny odchylka  regulator veli¢ina regulovany veli¢ina
systém
e(t) =w(t) - y(1)
cil regulace e(t) = 0 v(t) porucha

Obr. 11 Regulace

Ridici systém porovnava zadanou hodnotu regulované veli¢iny w(z) se skute¢nou hodnotou
regulované veli¢iny y(?). Existuje-1i mezi w(?) a y(¢) odchylka e(?), pisobi fidici systém akcéni
veli¢inou u(?) na fizeny systém tak, aby byla odchylka odstranéna.
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Cilem regulace je tedy udrzeni nulové (minimélni) odchylky. Z popisu principu regulace je
patrno, Ze se zde pro fizeni bezprostiedné nevyuziva matematického popisu fizené¢ho systému
a vétSinou se ani neméii poruchy vstupujici do systému. Presto je tento princip fizeni tak
univerzalni, ze dovoluje fidit systémy s nejriznéjSimi dynamickymi vlastnostmi, dokonce 1
nékteré systémy nestabilni. Matematicky popis fizeného systému je vyuzivan pro nastaveni
prvka fidiciho systému, aby bylo dosazeno optimalniho regulacniho pochodu.

Druhy regulace:
1) stabilizace - regulace na konstantni Zddanou hodnotu regulované veli¢iny w(?) = konst.

2) programovd regulace - regulace, kdy se w(?) méni v Case podle pfedem stanovené¢ho
programu

3) wvlecna regulace (kaskadni) - regulace, kdy se w(?) méni podle urcité technologicky
vyznamné veli¢iny

4) extremalni regulace - regulace, kdy se hleda extrém funkce dvou proménnych

5) optimalni regulace - regulace, kdy se hledd optimum funkce vétStho mnoZstvi
proménnych (funkci)

6) adaptivni regulace - regulace, kdy se v procesu fizeni regulator samostatné ptizptisobuje
zméndm regulované soustavy, pouziva se predevsim tehdy, méni-li soustava v prubéhu
fizeni nezanedbateln¢ své parametry (dynamiku, tj. odpory, kapacity)

Pro fizeni slozitych dynamickych systémt se stale vice pouziva kombinace obou typu fizeni,
kdy je fizeni s vyuZzitim matematickych modelii korigovano prostfednictvim zpétnych vazeb -
hovotime o kombinaci rizent feedforward a feedback.

U vyssich stupiiti hierarchické struktury ASR se setkavame s pojmy Fizeni off - line, on - line
ain - line.

Pojem off -line je pouzivan v ptipad¢, Ze neexistuje pfimé spojeni procesu s pocitacem, udaje
do pocitace nebo z pocitace jsou predavany clovékem. Toto spojeni se oznacuje jako pocitac -
radce. Uloha pocitate je zde redukovana pouze na jeho vyuziti jako prostiedku pro
automatizaci vypoctl, kdy umoziuje rychlé prosetieni variant fizeni a vybér nejlepsi, ale do
rozhodovéani pfimo nezasahuje. Tento typ fizeni je charakteristicky pro nejvyssi stupné
hierarchické struktury ASR (ASR podniku, ASR vyroby).

Pojmy on -line a in -line souvisi s fizenim v uzaviené smycce. Pocita¢ zde prostiednictvim
jednotky styku s prostifedim méii potiebné fyzikdlni veli¢iny z procesu a na zakladé
ovéieného algoritmu fizeni vypocitava nejvhodnéjsi parametry dané¢ho procesu. V ptipadé, ze
cilem pocitace je koordinovat, kontrolovat a ovliviiovat automatické systémy fizeni na Grovni
jednotlivych procest a to tak, Ze vypocitané hodnoty zadava jako fidici veli¢iny analogovym
regulatoriim hovofime o tizeni on - line. Pokud pocita¢ bezprostredné tidi prubéh procesu, a
to tak, Ze jsou analogové reguldtory nahrazeny programem pocitace, hovotime o fizeni in -
line, o primem Ccislicovem tizeni (Direct Digital Control - DDC). Tento typ fizeni je
charakteristicky pro nejnizsi stupné hierarchické struktury ASR (ASR TP).

Podle stupné automatizace, tj. podle ucasti ¢lovéka na tizeni rozliSujeme fizeni:

1) automatické - realizované pouze technickymi prosttedky bez bezprostiedni ucasti
¢lovéka
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2) automatizované - realizované technickymi prostiedky s ¢asteCnou bezprostfedni ucasti
cloveéka na fizeni

4 r

3) neautomatické (rucni Fizeni) - vlastni fidici funkce jsou realizovany jen ¢lovékem

Zvlastnim druhem ftizeni je Fizeni v redlném case: tidici systém pracuje tak, Ze doba odezvy
fizeného systému na tidici zasah je mensi nez doba pfechodu systému z pivodniho stavu do
stavu nového.

Z Shrnuti pojmu

Rizeni systém, obecny princip fizeni, ovladani, regulace, druhy regulace, fizeni off-line, on-line, in-
line, fizeni automatické, automatizované, neautomatické, fizeni v redlném case.

? Otazky

1) Charakterizujte pojem fizeni systému.
5. Jaké jsou zakladni druhy fizeni systému?
6. Popiste rizné druhy regulace systému

7. Co znamena fizeni off-line, on-line, in-line?
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4. STATICKE SYSTEMY

@ Cas ke studiu: 2 hodiny

@ Cil Po prostudovani tohoto odstavee budete umét

definovat pojem staticky systém

uvést piiklady matematického popisu statickych systémi

vysvétlit princip kodovani grafii a jejich Ciselné vyjadieni pomoci matic
vysvétit a popsat kritickou cestu v sitovém grafu

LI Vyklad

Matematicky popis statickych systémiu

Samotny pojem staticky systém je abstrakce. U redlnych systémi nelze prakticky oddélovat
statickou stranku od dynamické, obé jsou spolu tizce spojeny, zalezi pouze na schopnosti
rozliSeni. Jde tedy o to, Ze v uréitém konecném casovém intervalu se nam urcité vztahy, jevy,
struktury jevi jako ¢asové invariantni, neménné. Clenéni systémi na statické a dynamické je
tedy uméle zavedené z ditvodii metodologickych.

Obecny staticky systém je relace R definovana na kartézském soucinu mnozin:
X=X; xXox..x X,

kde X; ... X, jsou mnoziny, jejichz prvky nejsou ¢asoveé proménné ani funkcemi casu.

Prikladem obecného statického systému je soustava m linearnich rovnic o n neznamych:

apx;+ apx; + + apxn = by
axix;+ anpx; + + axx, = b
AmiX1 T Amox2 + + ApnXn = b

Tato soustava nam definuje relace mezi formalnimi objekty - proménnymi x;. Hodnoty
formalnich objektli tohoto systému X; jsou hodnotami proménnymi x;. Vlastnosti tohoto
systému jsou vlastnosti, které vySetfuje linearni algebra (konzistence, homogenita, urcitost
soustavy).

Obecnéjsim typem obecného statického systému miize byt soustava linearnich nerovnosti:
apx;tapx; + +ax, + by <=>0

AmoiX1 + am2X2 + + AmnXn + bm <=>0
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kde <=> znamena néktery ze znaki <, <, =, >, >,
Jesté obecnéjSim typem obecného statického systému muize byt soustava®

f1 (X1,X2,..,%,) <=>0

fon (X1,X2,..,%n) <=> 0

Priklady statickych systémii

1) Prutova soustava

Jde o zjednoduSené znazornéni kovového nosniku pomoci neorientovaného grafu, jez se
pouziva ve statickych vypoctech; v tomto pfipadé zapisujeme sty¢niky jako uzly U ={U;, U,
.... Ug} a pruty jako hrany H = {H;, H, .... H;3}.

Us

U, Uy
G = (U.H)
Ur Us Us U, Us

Obr. 12 Prutova soustava

2) Leontiefské ekonomické modely

Tyto modely popisuji statické (strukturni) vztahy v ekonomickych objektech pomoci
orientovanych grafii. Prvky realnych systému (uzly) jsou napt. odvétvi, vazbami (proudy)
jsou toky zbozi, vykonil a sluzeb, métené zpravidla ve financnich jednotkach.

3) Modely soustav programii pro pocitacové systémy

Pouzivaji se v fizeni technologickych a ekonomickych procest. Analyzuji se vzdjemné vazby
mezi programy Vv orientovaném grafu, ktery zobrazuje celou tuto soustavu. Uzly jsou
programy a proudy jsou vzijemné vazby mezi t€émito programy, mezi jejich vstupy a vystupy
(vystupy ziskané zuréitého programu se mohou pouzivat jako vstupy do fady jinych
programil).

4) Modely automatizovanych systémii rizeni

V analyze a syntéze ASR se zobrazuje jejich struktura pomoci orientovanych grafii nebo
matic Uzly grafu jsou ¢innosti (operace strojii, zpracovani dat, urcité rozhodovani apod.) a
vazbami mezi nimi jsou obvykle informace mezi Cinnostmi i a j . V matici pak binarni

hodnota prvku a; (0 nebo 1) oznacuje existenci ¢i neexistenci informacni vazby mezi
¢innostmi i aj.

Zakladni pojmy teorie grafi

Teorie grafu je zdkladem metod, jez vyuziva teorie systému, operacni analyza, strukturni
analyza a syntéza. Jeji metody a postupy umoziuji u systémil obsahujicich velké mnoZstvi
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prvkll a vazeb mezi t€émito prvky rychle se v nich orientovat a zjistit uvniti systému i na
rozhrani systému s okolim rGzné vztahy, které nas zajimaji. Tyto metody a postupy se
vyuzivaji predev§im u ekonomickych a vyrobnich procest, kde je mozno ocekavat stovky az
tisice prvkd. Jednd se napf. o navrhovani integrovanych obvodl pocitacti, modelovani
technologickych procest, modelovani vztaht v ekonomickych systémech (toky zbozi, vykont
a sluzeb).

Neorientovany graf G(U,H) - je Utvar obsahujici uzly (U, ..., U, ..., Uy) a hrany (Hy, ..., Hj,
..., Hy). Kazda hrana spojuje bud’ dva uzly, tzn.Ze je s nimi koincidentni, tehdy mluvime o
vnitrni hrané - a, nebo je spojena s jednim uzlem utvaru a reprezentuje spojeni s okolim -
vnéjsi hrana b (obr. 13).

1 P Py b

@ 5

Obr. 13 Neorientovany graf

Podgraf - podgrafem G' (U', H' ) grafu G (U, H) je graf, kde plati, ze U'c U a H'c H (obr.
14).

O @ @

@ @

Obr. 14 Podgraf

Retézec je pojem, pod kterym se rozumi » hran (Hy, . ., Hy,. ., Hx), které maji tu vlastnost, ze
jeden uzel koincidentni s libovolnou H, (mimo H; a Hy) je spojeny s H,; a druhy uzel
koincidentni s H,, je spojeny s Hy+j. Pocet ¢lent posloupnosti {H,} je zaroven délkou retézce
(obr. 15).

Obr. 15 Retézec
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Cyklus - tetézec, ktery zacina a kon¢i v jednom uzlu (obr. 16).

Obr. 16 Cyklus

Spojeny graf - graf, u kterého mizeme libovolné dva uzly spojit fetézcem (obr. 13, 15, 16, 17,
18).

Strom spojeného grafu - stromem nazyvame podgraf S (U, H'), ktery obsahuje vSechny uzly
grafu G, ale jen tolik hran, aby nevznikl cyklus. Hranam H' podgrafu fikdme vétve, sestavujici
hrany grafu G nazyvame tétivami (obr. 17).

1 £3,

Ry

)@

4 : @
@ 5

Obr. 17 Strom spojeného grafu

Orientovany graf Q (U, P) - Gtvar obsahujici nejen uzly, ale i orientované hrany - proudy,
které¢ maji vSechny vlastnosti hran a navic orientovanost toku (obr. 18).

Obr. 18 Orientovany graf
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Kddovani grafa

Pti kédovani ptifadime k jednotlivym uzlim indexy k = 7, 2, ... Ka proudimj = [, 2, .... J.
Tento popis ndm umozni jednoznaéné ¢iselné vyjadtit orientovany graf pomoci incidencni a
asociacni matice (precedencni matice).

Incidencni matice I s rozméry KxJ definujeme nésledné:
pro prvek matice ay; plati:
ar;= 1 -proud; je vstupnim proudem do uzlu &
ar;= -1- proud j je vystupnim proudem z uzlu k&
ar;= 0 - proudj neni koincidentni s uzlem k
Pti tvorbé precedencni (asociacni) matice P se vychazi z predpokladu, ze libovolné 2 uzly
jsou v jednom sméru spojené nanejvys jednim orientovanym proudem. V piipadé, ze tento
piedpoklad neni splnén, mohou se proudy bud’ sloucit, nebo 1ze graf doplnit fiktivnimi proudy

nebo uzly. Vyhodou preceden¢ni matice je, Ze dostavame matici dvouhodnotovych funkci ,,0
a,,1“. Precedencni matice P je ¢tvercovou matici s rozméry KxK, pro jejiz prvky plati:

pr. k=1 - za ptedpokladu, ze existuje orientovany proud z uzlu k£ do &’

Ppr. k=0 - za predpokladu, Ze neexistuje orientovany proud z uzlu k do £’

},'i Reseny piiklad 1

Vychéazejme z obecného piikladu recyklu (obr. 19) a pfitadme uzlim a proudim ciselné
hodnoty indext k£ a j. Vyjadrete inciden¢ni matici.

[
T6@ﬂ

Obr. 19 Ptitazeni indexti k prvkim orientovaného grafu

Resent:

Incidenéni matice bude mit tvar:

1 0 0 0 0 1 0
1 -1 0 0 0 0 0
0 1 -1 0 0 0 0
I = 0 0 1 -1 0 0 -1
0 0 0 1 -1 0 0
0 0 0 0 1 -1 0
0 0 0 0 0 0 1

29




Statické systémy

Precedencéni matice bude mit tvar:

~
I
S = O O o o o
S O O O O O =
S o O o o = O
S O O o = O O
S o o = O o O
S O = O O o O
S o o = O O O

Precedencni matice nadm poskytuje rychlou informaci o poctech vstupti a vystupi
z jednotlivych prvki: ve sloupcich obsahuje ptehled vSech predchiidcii (vystupy) jednotlivych
prvkl ve vzdalenosti jednoho proudu a v fadcich ptehled vSech ndsledovnikii (vstupy) téchto
prvki ve vzdalenosti jednoho proudu (jedni¢kové prvky).

Muzeme napt. urcit nejveétsi pocCet vstupi, resp. vystupt daného prvku (najdeme nejvétsi
soucet jednicek ve sloupci, resp. v fadku), dale pak prvky bez vystupu, izolované prvky atd.

Asociaéni matice ma vyznamnou vlastnost: booleovské mocniny této matice P" urcuji vyskyt
orientovanych fetézcl v grafu. Je-1i n pocet proudii smétujicich z uzlu & do £, pak pro prvek
matice P" (n-té booleovské mocniny matice P) plati:

P"w=1 - pak z uzlu k do uzlu k" smétuje orientovany fetézec o délce n proudt
P"w=0 - neexistuje orientovany fetézec o délce n proudi z uzlu k do uzlu &’

Matice P" predstavuje seznam uzli, které jsou od sebe vzdaleny o n hran (jedni¢kové prvky).
Predchiidci daného prvku jsou prvky, které jsou pocateCnimi uzly cest grafu, které v daném
prvku kon¢i.

Nasledovnici daného prvku jsou koncové uzly cest grafu systému, které v daném prvku
zaCinaji.

Jedni¢kové prvky k’-tého sloupce matice P" nam udavaji vSechny piedchidce prvku ko
vzdalenosti dané exponentem #, tj. existenci precedencnich cest délky n k prvku &’.

Jedni¢kové prvky k-tého Fadku matice P" ndm udavaji vSechny nasledovniky k-tého prvku ve
vzdalenosti n, tj. vSechny sekvencni cesty délky n k prvku k.

Matice P" ma velky vyznam v oblasti tvorby systémt detekce a korekce chyb napf.
v automatizovanych informacnich systémech: zde néas zajimaji vSechna nasledujici
zpracovani, do kterych muze proniknout chyba vznikla v ur¢itém ptedchozim zpracovani,
nebo hleddme vsSechna pfedchéazejici zpracovani, ze kterych se chyba mohla dostat do
chybného zpracovani.

}( Reseny piiklad 2

Uvazujeme systém na obr. 20. Vyjadiete jej precedencni matici a dale pak najdéte vSechny
sekvencni a precedencni cesty délky n=2, 3, 4.
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Ps

OP7

P;

P,

P

pO

Obr. 20 Struktura systému znazornéného orientovanym grafem

%

Resent:
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1
|
S O O O O o O
S O O O o o O
S O O O O o O
S O O O O o O
S O O O O o O
S O O O O o O
S O O O o O

Z matice P’ vidime, Ze napf. k prvku p; systému jsou prvky py, ps, ps nasledovniky (fadky)
ve vzdalenosti 2; k prvku p, jsou nasledovnici prvky ps a p; ve vzdalenosti 2. K prvku p, je
nasledovnik ve vzdalenosti 2 prvek p;.

Cteme-li matici P’ po sloupcich, pak prvek p, ma predchiidce prvek p; ve vzdalenosti 2,

prvek ps mé piedchidce prvek p; ve vzdélenosti 2, prvek ps ma ptedchiidce prvky p; a ps ve
vzdalenosti 2 a prvek p; ma predchiidce prvky p», ps a ps ve vzdalenosti 2.

Pomoci dfive popsanych matic s booleovskymi prvky, kter¢ mohou nabyvat hodnot ,,0 a ,,1*
je mozno popisovat vazby pouze existencn¢ (fikaji nam jen, zda existuje ¢i neexistuje vazba
mezi prvky ka k). Tyto matice ndm davaji malo informaci o skutecné struktufe systému.
Proto byly zavedeny matice cisel. Nahradime-li dvouhodnotové prvky v precedenéni matici
Cisly, dostdvame matici ohodnoceni vazeb. Témito ohodnocenimi mohou byt rlizné parametry
vazeb: pocet opakovani vazeb, mnozstvi, vzdalenosti, doby trvani.

}: Reseny piiklad 3

Je dén systém znazornény orientovanym grafem na obr. 21. Jednotlivé vazby jsou
ohodnoceny parametry. O - oznacujeme okoli systému, které mizeme povazovat za dalsi
prvek systému, tj. O=ps. Urcete matici ohodnoceni vazeb.

Obr. 21 Struktura systému zndzornéného orientovanym grafem
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ResSent:

Matice ohodnoceni vazeb ma tvar:

AN

I
S W W N
o o = O
N O © O
N S L O
S o o o =

Ulohy o rozhrani (interface)

Analyzuji se vlastnosti sousednich prvkil, subsystémd, resp. prvkil a vazeb, které do nich
vstupuji a vystupuji. Vysetfuje se konzistence parametrti na vstupech a vystupech sousednich
prvkd. V téchto ulohach se zkoumd, za jakych podminek bude existovat shoda mezi
pripustnymi hodnotami parametri na vstupech a vystupech sousednich prvkd.

}( Reseny piiklad 4

Uvazujeme jiz diive popsany systém na obr. 20, ktery mize byt zjednodusenym obrazem
napft. informacniho nebo pocitacového systému. Predpokladejme, ze vstupy kazdého prvku
systému jsou charakterizovany jednim skalarnim parametrem p*" a vystupy rovnéz jednim
skalarnim parametrem p;”*". Tyto parametry mohou charakterizovat napt. druhy vstupi a
vystupll, rytmus vstupii a vystupt (frekvenci), kody vstupti a vystupt apod. Parametry vstupt
a vystuptl jsou zadavany tabulkou:

kalar
art
prvk pjvst pivyst
p1 2 1
P2 1 2
p3 2 2
P4 1 1
Ps 3 1
Pe 2 3
p7 1 3

Reseni tlohy spo&iva v provéfeni shody parametri na vstupech a vystupech sousednich
prvki. Je-li u vazby v; splnéna rovnost p;”* = p;"*' = p, tikime, Ze dana vazba v; je reguldrni
a ma parametr p. Neni-li rovnost splnéna, je vazba neregularni. Informace o existenci vazeb
v;; ziskame z precedencni matice: jsou-li jedniCky v priseCiku mezi prvky p; a p;, existuje
vazba mezi témito prvky. Srovnanim p;”*" a p;”' parametri provéfime reguldrnost vazby.
Informaci o neregularnich vazbach zapisujeme do matice nereguldarnosti vazeb R: je-1i vazba

v; regularni, pak pro prvek matice r; = 0, neni-li regularni, pak r;; = 1.
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ResSent:
Precedenc¢ni matice ma tvar:
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Matice nereguldrnosti vazeb:

0 0 1
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Matice R je feSenim dané ulohy o rozhrani, pouZziva se pfi Upravach rozhrani mezi prvky
systému, kdy je nutno systém postupné upravovat tak, aby vSechny vazby byly regularni (t;.
aby matice R byla nulova). Upravy se provadgji napt. modifikaci parametrii vstupti a vystup,
zaménou prvkl, modifikaci celkové struktury systému apod.

Metoda kritické cesty (Critical Path Method)

Kriticka cesta - kiivka, kterd spojuje pocate¢ni a koncovy uzel sitového grafu pies tzv.
kritické ¢innosti, tj. takové, jejichz celkova Casova rezerva je nulova, jejichz zdrzeni by
zpisobilo prodlouzeni celkového ¢asu pro realizaci ur¢itého projektu. Probiha celym grafem a
vzdy je nejméné jedna.

Cil: zajistit co nejdiive mozny konec akce.

Pouziti: planovani a realizace akci (napf. planovani a realizace ekonomickych i
technologickych procest, planovani a realizace riznych oprav, staveb apod.) Pfi feSeni
realizacnich praci dava moznost pfedem urcit naroky napf. na ¢asové zatizeni pracovnikd,
spotfebu materidlu, simulovat dopfedu vznik moznych situaci a tim se na n¢ ptipravit.

Pro feSeni metodou kritické cesty vyuzivame tzv. sitovy graf, ktery se sklada z uzli a
orientovanych hran. Hrany odpovidaji jednotlivym dil¢im ¢innostem tkolu. Danou ¢innost
jednoznadné uréuji po¢ateéni a koncovy uzel, kterymi je kazda ¢innost ohranidena. Cinnost
oznacujeme uspotradanou dvojici ¢isel (7, j), pfi€emz musi platit i <j.

Na realizaci ¢innosti je tfeba urcité doby, tzv. doby trvani ¢innosti #;, a vynaloZeni urcitych
nakladl. Nékteré ¢innosti musi byt vykondny v urcitém casovém potadi, proto je tfeba do

34



Statické systémy

sitového grafu zavést jesté fiktivni Cinnosti s nulovou dobou trvani, které¢ vyjadiuji vazby a
zavislosti mezi ¢innostmi. Sitovy graf ma tyto zakladni vlastnosti:

» Kazdy sitovy graf musi mit vzdy jeden pocatek, ze kterého hrany pouze vystupuji, a jeden
konec, do kterého hrany pouze vstupuji. Tuto podminku Ize splnit vZdy pomoci fiktivnich
¢innosti (obr. 22 a).

» Kazda Cinnost mlize byt zahijena jen tehdy, kdyz jsou dokonceny vSechny piedchazejici
¢innosti.

* Soub&zné (paralelni) ¢innosti z ditvodu jednoznaéné identifikace musi byt oddéleny fiktivni
¢innosti (obr. 22 b).

* Délky hran neodpovidaji dobam trvéani ¢innosti.

» Uzly lze ocislovat tak, aby platila nerovnost i < j. V tomto pfipad¢ v sitovém grafu
nevystupuji cykly (obr. 22 c).

Pti sestavovani sitovych grafii je tfeba provést rozbor Cinnosti a uvédomit si, které ¢innost
bezprostiedné¢ ptredchéazeji kazdé cCinnosti, které Cinnosti za danou c¢innosti bezprostfedné
nasleduji, které ¢innosti probihaji soubézn¢ a které ¢innosti na sob¢ nezaviseji. VSechny udaje
o ¢innostech zapisujeme do tabulky, na zdklad¢ které pak sestavime vlastni sitovy graf.

a)

fe Sp ravne

HQJ

potatek ®_

c) nesmi existovat cykly

5

o

=l

Obr. 22 Zékladni vlastnosti sitovych grafii pro pouziti metody CPM
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Symbolika CPM

i
m t

69 i)\

Obr. 19 Popis uzll a hran v sitovém grafu
2) t;, tj - termin splnéni - ¢as, kdy ma byt urcita etapa dokoncena v uzlu i ,j
3) i, j - poradi uzli - zndzoriiujeme v horni ¢asti kruhu

4) (i,j) - cinnost - graficky vyjadiena jako usecku, ktera vychazi zuzlu i do j , smér prubéhu
¢innosti je oznacen Sipkou

5) tij - doba trvani prislusné cinnosti - zapisujeme do stfedu usecky; aby byl projekt splnén
v terminu musi platit pro usek mezi uzlyiaj : ti+ tj < t;

6) t - nejdiive mozny zacdtek cinnosti (ij) - uruje &as, kdy jsou splnény viechny &innosti,
které je nutno provést do uzlu i, a tedy mize byt zahdjena Cinnost (i,j); je tedy dén trvanim
nejdelsi cesty, ktera vede v sitovém diagramu do uzlu i; pro uzel 0 plati obyéejné ;® = 0.

NtV - nejpozdéji nutny zacdtek cinnosti (ij) - vystihuje skuteGnost, Ze v rozvétvenych
diagramech, kdy nejdfive mozny zacatek je dan trvanim nejdel$i cesty vedouci do uzlu_i,
vznikaji na ostatnich cestdch cCasové rezervy. Znamend to prakticky, ze nékteré Cinnosti
mohou byt zahajeny pozdéji, aniz by doslo ke zpozdéni hlavniho cile projektu a prodlouzeni
celkové pribézné doby daného projektu.

8) tj(O) - nejdrive mozné ukoncent cinnosti (i,j) - je vypocitavan za uvazovani nejdiive mozného
zacatku: tj(o) = ti(o) + tj;

9) tj(l) - nejpozdeéji nutné ukonceni cinnosti (ij) - uruje termin, kdy musi byt splnéna ¢innost
(1,j) tak, aby bylo dosazeno kone¢ného terminu celkového trvani projektu:

" =60+t

Postup pii uréovani kritické cesty:

1) Nakreslime sitovy diagram, vnitfek uzlu rozdélime na 3 Casti: v horni ¢asti ¢islujeme potadi
uzli, do stredll ise¢ek zaznamenavame dobu trvani ptislusné ¢innosti t;;.

2) Vypocet hodnot ) a tj(o) (nejdiive mozného zacatku a konce ¢innosti (i,))):

a) Jde-li o zacatek procesu, volime ) = 0 (v piipadg, Ze fesime dilgi proces, pak mize byt
t{” > 0 ). Hodnotu ¥ vpisujeme do levé &asti uzlu i.

b) K hodnoté t* pripogitime dobu tij (zapsanou ve stfedu Usecky) a vysledek tj(o) piSeme na
pravou cast usecky (k Sipce). Postupujeme tak ve vSech smérech z uzlu i.

“r 1- .. , v ’ 1 0 ¥ f el
¢) Konci-li v uzlu j jedna nebo vice ¢innosti, pak maximalni hodnotu tj( ) ze viech vpisujeme

do levé &asti uzlu, pfi¢emz maximélni hodnotu t* vyrazné oznagime oramovanim.

3) Vypoéet hodnot t¥ a tj(l) nejpozdéji nutného zacatku a konce Cinnosti (i,)):
a) Pfi vypoctu vychazime z kone¢ného uzlu a postupujeme opacnym smérem k pocatecnimu

uzlu. Hodnotu tj(l) = tj(o) vpisujeme do pravé ¢asti uzlu j
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b) Od hodnoty tj(l) odecitame t;j a vysledek piSeme na levou ¢ast isecky jako £

i s 1: .. T , ST 1 o ..
¢) Zaéina-li v uzlu i jedna nebo vice &nnosti, pak minimalni hodnotu t{" ze viech vpisujeme
Lo e . vex v I 1 ’ v v r o7
do pravé ¢asti uzlu i, pfi¢emz minimalni hodnotu ;1 vyrazn¢ ozna¢ime oramovanim.
Casovd rezerva - doba, o kterou mize byt ¢innost zdrzena, aniz by se ovlivnila celkova doba
trvani celé akce.

Kriticka cesta v diagramu je ur¢ena sledem kritickych uzld, u nichz hodnoty uvedené v levé a
pravé casti se sob¢ rovnaji, tj. nevykazuje zadné asové rezervy.

}: Reseny piiklad 5

Mame za ukol sestrojit vyrobek, ktery je vyroben ze tii souCasti a tento priklad zakreslit do
sitového grafu. Cinnosti jsou oznaGeny pismeny velké abecedy. Napiiklad symbol 4 < B, C
oznacuje, ze ¢innost A predchazi ¢innostem B a C a tak dale. Podle tabulky 1 sestrojte sitovy
graf a urCete kritickou cestu a Casové rezervy. Doby trvani Cinnosti jsou uvedeny ve
zvolenych ¢asovych jednotkach (¢.j.).

Tabulka 1 Vypoctené hodnoty k prikladu 2

éinnost I J Ty | podminky
A vstupni navrh 1 2 2 A<B.C
B | fiktivni ¢innost 2 |3 0 C<EF,G
C rozbor 3 4 3 B<EF,G
D projeld 3 4 3
E objednavka 1 4 5 1 E<H
F objednavka 2 4 6 2 F<I
G objednavka 3 4 7 1 G<J
H dodavka soucéastky 1 5 8 3 H=K
| dodavka soucastkv2 | 6 8 3 I<K
J dodavka soucastky 3 7 9 4 Tl
K diléi montaz 3 9 4 K<L
L koneéna montaz 9 10 5

Reseni:

Nejdiive sestrojime sitovy graf s uvazovanim omezeni na ¢asové Cinnosti. PreCislovani uzla
nemusime provadét, protoze vyhovuje podmince i <j.
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Obr. 23 Sitovy graf

Vypocet nejdiive moznych a nejpozdéji pripustnych terminti provedeme piimo v sitovém
grafu.

Kriticka cesta: 1 —2 -4 — 6 — 8 — 9 — 10 (zesilenou carou).
Doba realizace celého ukolu: 7710 =21 ¢. .

2 Shrnuti pojmu

Matematicky popis a piiklady statickych systému, teorie grafli, inciden¢ni matice,
precedencni matice, sekvencéni a precedencni cesty, matice ohodnoceni vazeb, matice
neregularnosti vazeb.

? Otazky

Jakym zptisobem matematicky popisujeme statické systémy?
Uved'te priklady statickych systéma?
Popiste matice, pomoci kterych lze Ciselné vyjadiit orientovany graf.

Co vyjadiuje matice neregularnosti vazeb?

vk Wb =

Co je to kriticka cesta v sitovém grafu?
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5. DYNAMICKE SYSTEMY

@ Cas ke studiu: 5 hodin

@ Cil Po prostudovani tohoto odstavee budete umét

definovat pojem dynamicky systém

uvést piiklady matematického popisu dynamickych systému
definovat zakladni vlastnosti Laplaceovy transformace
vysvétlit popis systému prenosem v Laplaceove transformaci
provést klasifikaci zakladnich linearnich dynamickych soustav

LI Vyklad

Dynamické systémy jsou systémy, jejichz stav se s casem méni, jsou zavislé na Case.

Formalni definice dynamického systému: dynamicky systém je relace definovand na
kartézském soucinu mnozin:

S=81x 82 x .. x Sn
kde S7 ... Snjsou mnoziny, jejichZ prvky jsou funkcemi casu.

Obecn¢ neptedpokladame, ze okamzity vystup redlného systému zavisi pouze na okamzitém
vstupu. Vystup y(z) obvykle zavisi nejen na soucasném vstupu u(?), ale 1 na minulé historii
systému : tyto udaje o minulém vyvoji systému vkladame obvykle do stavového vektoru z(?).
Na stav systému se pak divame jako na ur¢itou pamét’ minulych pticin (vstupti).

Z tohoto hlediska pak dynamické systémy délime na:

1. systémy typu vstup - vystup (input - output) - takové systémy, u kterych soustava mnozin
S1 ... Sn obsahuje pouze 2 kategorie mnozin, a to vstupy u(z) a vystupy y(z) (napf.
kombinacni logické obvody, kdy vystup je kombinaci vstupnich proménnych).

u (t)) ——> ———> vy (to)

u(t) |y (®

u (t,) y (tn)

Obr. 24 Dynamicky systém typu vstup-vystup

2. systémy stavové - soustava mnozin S/, ..., Sn obsahuje alespoii jednu mnozinu stavil z(?)
(napt. sekvencni logické obvody, kdy wvystupni funkce je kombinaci vstupnich
proménnych a stavu vystupni funkce).
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u(to) 5 . Y(to)
S > Y(tn—l)
u(t) ™ —3 5
y(tn)

AN
2 Y

Obr. 25 Dynamicky systém stavovy

Matematicky popis dynamickych systémii

Pfi matematickém popisu redlnych zatizeni zpravidla obdrzime nelinearni matematické
vztahy, které znacné komplikuji dals§i vyuziti vysledkli. Zabyvame se proto rozborem, zda
nelinearita je odstranitelnd, tj. zda systém lze popsat linearnim matematickym modelem a pro
feSeni pouzit efektivnich metod teorie linedrnich regulacnich obvodl anebo zda nelinearita je
neodstranitelnd a potom je nutné pro feSeni pouzit metod teorie nelinearnich regulac¢nich
obvod.

vvvvv

nelinearni modely nahradit modely linedrnimi, tj. nelinedrni modely linearizovat vytvofenim
totalniho diferencidlu. MiZeme linearizovat jak statické, tak i dynamické vlastnosti dané¢ho
systému. Musime vSak zavést a potom i dodrzet urCité predpoklady, nejcastéji vymezenim
pracovni oblasti v blizkosti okoli pracovniho bodu systému. Pro malé zmény vstupnich a
vystupnich signali mizeme ptedpokladat, Ze vztah mezi nimi je linearni, tj. vyjadfitelny
linearnimi diferenciadlnimi rovnicemi.

Je nékolik metod linearizace matematického popisu soustav (napf. rozvoj nelinearniho vztahu v
fadu a vyuziti pouze linearnich ¢lend; linearizace popisu prvkl, z kterych se soustava sklada;
linearizace pomoci aproximace metodou nejmensich ¢tverca apod.).

Vyjadreni matematického popisu spojitych linearnich soustav

vvvvvv

dynamickych clent. Jsou zde uvazovany spojité linearni stacionarni dynamické soustavy, tj.
takové, jejichz vlastnosti se v ¢ase neméni. Jejich matematické modely mohou mit rGzné tvary
a mohou popisovat jejich vlastnosti v riznych oblastech (prostorech). Proto je tfeba vzdy
vybrat takovy matematicky model, ktery pro dany ucel bude nejvhodnéjsi. V teorii linearni
regulace se nejcastéji pracuje s matematickymi modely v nize uvedenych tvarech, ze kterych
1ze urcit vSechny dulezité dynamické i statické vlastnosti uvazovanych linearnich soustav.

matematicky model mize popisovat (reprezentovat) néjaky skutecny linearni dynamicky clen.
Podminka fyzikalni realizovatelnosti v podstaté¢ vyjadiuje princip pfi¢innosti (kauzality),
ktery znamena, ze nasledek (reakce, vystup) je vyvoldn vzdy pfi¢inou (akei, vstupem).
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Prakticky to znamena, Ze odezva dynamického ¢lenu nemiize vzniknout pfed okamzikem
zmény vstupni veli€iny.

Zakladni tvary matematickych modelt linearnich stacionarnich dynamickych soustav (se
soustfedénymi parametry) jsou:

e linearni diferencialni rovnice

e prenos v Laplaceové transformaci

e prechodova funkce (charakteristika)

e impulsni funkce (charakteristika)

o frekvencni funkce (charakteristika)

e frekven¢nim prenos

e odezva systému na libovolny vstupni signal

e stavové rovnice.

Vlastnosti jakéhokoliv systému miizeme pozorovat za riznych podminek:
e v ustaleném stavu - pak hovotime o statickych vilastnostech

e ve stavu neustadleném - pak hovotime o dynamickych vlastnostech

Statické vlastnosti soustavy v ustaleném stavu se daji vyjadtit statickou charakteristikou,
ktera vyjadfuje zavislost ustdlenych hodnot vystupni veli¢iny na ustalenych hodnotach
vstupni veli¢iny. U linedrnich dynamickych ¢lent statickd charakteristika, pokud existuje, je
vzdy pfimka prochazejici pocatkem soufadnic. Obecné vSak byva tato zavislost nelinearni,
pak provadime jeji linearizaci v okoli pracovniho bodu jiz diive uvedenymi metodami.

y()
vystup

) e

Y1

S

u) U u(e0)
vstup

Obr. 26 Staticka charakteristika

v o

Nejjednodussim zpiisobem zjistovani této zavislosti u dynamickych soustav, je metoda
ur¢ovani bod po bodu. Postupné nastavujeme hodnoty vstupni veli¢iny a méfime odpovidajici
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hodnoty vystupni veli¢iny. Pfitom dbame, aby se neuplatnila dynamika systému. To zajistime
odecitdnim vystupni veli¢iny az po urcité dob¢é od zmény vstupni veli€iny, tj. azZ se soustava
dostane do ustaleného stavu.

V linearni diferencidlni rovnici (viz. dale) vyjadiuje tuto zavislost posledni ¢len rovnice,
protoze v ustaleném stavu vymizi vSechny zmény v ¢ase (derivace):

apy(t) = bou(t)

pro t — oo (takto vyjadiujeme ustaleny stav, pro rizné systémy je Cas potfebny k dosazeni
ustaleného stavu rtzny: 1 min, 1 h, atd.)

_by _y()
a, u(»)

Clen ay, ktery popisuje statické vlastnosti soustavy. Statickou charakteristikou pak bude
pfimka:

y(0) =k u(0)
Smérnice piimky bude:
tga=k= b—o

a

Na zéklad¢ rovnice statické charakteristiky mizeme doptfedu urcit, jaky bude vystup pii
daném vstupu v ustaleném stavu, ale rovnice ndm nic netikd o tom, za jakou dobu tohoto
vystupu dosahneme. Neziskame jesté tiplny popis systému, nemtizeme jej jeste ridit.

Pro uplny popis systému musime zjistit také dynamické vilastnosti systému, tedy zéavislost
vystupni veli¢iny na ¢ase. Pro uréeni dynamickych vlastnosti soustav zavadime na vstup
soustavy piedem definované signdly. Tyto signaly jsou bud’ neperiodické, nebo periodické.

Mezi nejéastéji pouzivané neperiodické vstupni signaly patii:
e Heavisidetv jednotkovy skok #(),

e Diractv jednotkovy impuls &%),

e jednotkovy skok rychlosti & () resp. v(z),

e jednotkovy skok zrychleni a(?) (uzivany méné casto)
Mezi nejcastéji pouzivané periodické signaly patii:

e sinusovy prib¢h

e sled pravouhlych impulsii

e sled lichobéznikovych impulst

e sled trojuhelnikovych impulst

Heavisidenv jednotkovy skok n(t)

Je definovan vztahy:

nw =1 proz>0

nt =0 prot <0
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Laplaceovym obrazem 7(2) je:

Odezva na jednotkovy Heavisidelv skok je prechodova funkce h(t). Jejim grafickym
vyjadienim je pFechodovd charakteristika.

(v

t

Obr. 27 Heavisidetiv jednotkovy skok
Diraciwv jednotkovy impuls (1)

Ptedstavujme si, Ze vznikd z impulsu o vySce 4 a Sifce b. Plochu impulsu si zvolime
jednotkovou a pfi  souCasném zmensovani Sitky (b—0) zvétSujeme vysku
(h — o0 ) tak, aby stale platilo:

b-h=1

Diraciiv impuls je idealizovand funkce fyzikdln¢ nerealizovatelna. Lze ji charakterizovat
vztahy:

o) =0 prot =10
ot) = o prot =0

T5(t)dt:]
3(t)
b.h=1
S(t)I /_

Ql le

Obr. 27 Diractv impuls

Odezvou systému na vstupni signal ve tvaru Diracova impulsu je impulsni funkce g(t). Jejim
grafickym vyjadienim je impulsni charakteristika.

Skok rychlosti &(t)
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Je definovan vztahy:
) =0 prot <0
&) =t prot=>0

&

Obr. 28 Skok rychlosti
Skok zrychleni a(t)
Je definovan vztahy:

a) =0 prot <0

t2

a(t)=

N |~

prot =0

a(t)

Obr. 29 Skok zrychleni

Vstupni funkce ve tvaru skoku rychlosti, jednotkového skoku a jednotkového impulsu si
navzdjem odpovidaji podle vztahi:

6(t)=mn'(1)=¢"(1)
n(t)=¢'(t)

Diractiv impuls je derivaci jednotkového skoku a druhou derivaci skoku rychlosti; jednotkovy
skok je derivaci skoku rychlosti.
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Podobné Ize hovofit 1 o vztahu mezi odezvami. Impulsni charakteristika g(?) je derivaci
ptechodové charakteristiky /(2):

g(t)=h(t)

Podobné je prechodovéd charakteristika derivaci odezvy na skok rychlosti. Pfi praktické
realizaci je nutno pocitat s tim, ze prib¢hy vstupnich signalti nebudou idedlni, ale dojde k
jejich zkresleni.

Popis linearni diferencialni rovnici

Jednou ze zakladnich metod je popis systému linearni diferencialni rovnici.
Obecny tvar popisu je

a,y" () +a, , y" " (O)+..+a,y(t) = b,u" ()+...+bu(t)

kde a;, b; jsou konstantni koeficienty, u (¢) je vstup, y () je vystup systému. Z podminky
fyzikalni realizovatelnosti plyne m < n. Rad diferencialni rovnice je roven fadu systému.
Reseni rovnice je mozno ziskat, mame-li uréeny pocateéni podminky y(”‘U(O),...,y(O) a
u™(0), ..., u(0) a tvar vstupniho signalu u(?).

Popis prenosem v Laplaceové transformaci

Casto v reguladni technice, tedy i v popisu prenosovych &lend, uzivame tzv. Laplaceovy
transformace (dale LT). LT patfi do oblasti tzv. symbolickych poctl, kde se dané funkci pfi
vypoctech pfifazuje jind funkce, kterd tuto plivodni funkci pifi vypoctech zastupuje a
umoznuje podstatné zjednoduseni provadénych matematickych operaci.

Je to integralni transformace, ktera prevadi matematické operace jako je derivace nebo
integrace v ¢asové oblasti na nasobeni nebo déleni operdtorem transformace p. Pouzitim této
transformace lze nékteré obtizné fesitelné tlohy v ¢asové oblasti prevést na jednoduché reseni
v operatorové oblasti podle schématu znazornéného na obrazku, kde je symbolem L{f(?);
oznaGena piima transformace funkce ¢asu, symbolem L”{F(p)} pak zp&tna transformace

Laplaceova obrazu do ¢asové oblasti.

oblast ¢asova oblast LT
f(t) F(p)
original obraz
probl*ému — L{f(t)} — problému
obtizné feSeni | | jednoduché feSeni
original -1 obraz
vysledku «— L {F(p)} < vysledku

Obr. 29 Postup feSeni pii uziti Laplaceovy transformace
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Zékladni definicni integral piimé Laplaceovy transformace je
F(p)=[1(t)-edr
0

Takto definovanou Laplaceovou transformaci lze teSit problémy v Casové oblasti pocinaje
c¢asem ¢ = 0. Chovani systému pied timto Casem, tedy jak se systém dostal do vychoziho
stavu, nelze takto definovanou transformaci fesit. Tento stav je popsan pocateCnimi
podminkami feSeni.

Aby funkce f{?) v integralu byla integrace schopna, tj. aby existoval obraz, musi byt splnény
niZe uvedené pozadavky na funkci f{(t):

1. musi byt nulova pro zaporny cas, tj.
t ro t=>0,
J0= {g( ) ]Ijro t<0,
2. musi byt alesponi po ¢astech spojita,
3. musi byt funkci exponencionalniho fadu, tj. musi vyhovovat nerovnosti
[f ()] < Me™

kde M>0; o € (-0, ), t € <0, ).

Prvni podminku Ize splnit vynasobenim dané casové funkce Heavisideovym jednotkovym
skokem (viz obr. 30), definovanym vztahem

1 prot=0

t p—
70 {0 prot<0

H
7 \ ?{H
0 -t

Obr. 30 Pouziti Heavisideova jednotkového skoku - n(t)

Z obr. 30 vyplyva, Ze jde prakticky ptfed pouzitim Laplaceovy transformace o vyndsobeni
puvodni funkce f(#) Heavisideovym skokem n(t), takze dostdvame funkci f{z) n(t), kterd
vyhovuje prvni podmince. Tam, kde nemtze dojit k omylu, zapis f(z) 7(f) zjednoduSujeme
tim, Ze 7n(t) vynechavame.

Pti zapisu oznacujeme funkce v ¢asové oblasti malymi pismeny a fikame jim origindly {u(t),
y(t)}, funkce v operdtorové oblasti oznaCujeme stejnymi velkymi pismeny a fikdme jim
obrazy {Ufp),Y(p)}. Vztah mezi origindlem a jeho obrazem se nazyva korespondence a
zapisuje se ve tvaru : f(z) =F(p).
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Zpétna Laplaceova transformace transformuje funkce komplexni proménné p na funkce
realné proménné z.

Necht' F(p) je Laplaceova transformace funkce f{z) , t > 0; potom je zpétna Laplaceova
transformace definovana integralem (po uzaviené kiivce)

10 =L @)= 5 f P ap

Integrace je provedena. v komplexni roviné a integracni cesta musi byt volena tak, aby
obepinala vSechny poly (singularni body) funkce F(p).

Lezi-li poly funkce F(p) vlevo od piimky p = ap, kde o je redlna konstanta vEtsi nez nula, tj.
v polovin€ Re p > o funkce F(p) nemd zadné singularni body (obr. 31), je mozné integraci
provést podél piimky p = ay + jw. Potom misto integrace v komplexni roviné provedeme
prostou integraci podle jedné proménné ® a misto vySe uvedeného vztahu miZzeme psat

o+ jo

FO=LF @) =5 [F(p)-e"dp,

ay—jo
- , s ’
kde L™ je operator zpétné inverzni Laplaceovy transformace,

ap — kladna konstanta zvolena tak, aby v poloviné Re p > o funkce F(p) neméla Zadné
singularni body (obr. 31)

im d

A~ TN ®
SINGUL ARN A
/BODY FUNKCE
/ F‘p‘
/ I
], ]
|
I
\ d

|
\ !
X 0o
_ \""'--...__.___.fl
[ KXo

Obr. 31 Singularni body funkce F(p)

Zakladni vlastnosti Laplaceovy transformace

Laplaceova transformace mé& né€kolik dllezitych vlastnosti, které mohou byt pouZity pfi
vypoctu Laplaceovyeh transformaci funkci, pfi feSeni linedrnich diferencidlnich rovnic s
konstantnimi koeficienty a pii feSeni nékterych tloh fizeni dynamickych systému. Je-1i F(p) =
L{f(t)}, pak plati:
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1. Véta o derivovani originalu

pro 1. derivaci

{df(t)

} pF(p)-1(0),

pro n-tou derivaci:

"f()

L{F™ (t)}= p"F(p) - Zp"’ = p"F(p)=p"" £(0)= p" > £(0) -

=P 10— = S 1)(0)
2. Véta o integrovani originalu

t

1

L{ | f(r)dr} =—F(p)

0 P
3. Véta o pocateéni a koncové hodnoté
F(O) =lim /() = lim p F(p)

f(e0) =lim £ () = lim p F(p)

4. Véta o linearité

L, f,(t) + a, f,} = a,F,(p) + &, F (p)

LYbF(p)+b,F(p)}=b, f(t) + b, £,(1)

5. Véta o posunuti originalu vpravo (zpoZdéni)

L {ft-a)} = ¢ F(p
kdea>0

6. Véta a posunuti obrazu, resp. o nasobeni exponencialni funkci v ¢asové oblasti
L fi)} = Flp + ).
L{e" fio} =F(p-a)

7. Véta o podobnosti, resp. o zméné méritka

L{f(;j} =af(ap)
)
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Zékladni vlastnosti Laplaceovy transformace 1ze shrnout do nasledujici tabulky:

Tabulka 2 Zdkladni viastnosti Laplaceovy transformace

Vlastnost

Funkce ve tvaru origindlu

Funkce ve tvaru obrazu

Linearita

KO+ +..+f ()

E(p)+F(p)+..+F (p)

Nasobeni konstantou a.f(t) a.F(p)

5 . 1 (p
Véta o podobnosti f(at) —F &

a a

Véta o posunuti vpravo f(t-1) e ""F(p)
Derivace JAO) p"F(p)
I j f(t)dt LF (p)

¢ 2.

ntegrace 0 » )

Poznamky:

a - konstanta, * - poc¢ate¢ni podminky musi byt nulové

Podminkou pro pouziti Laplaceovy transformace je, aby diferencialni rovnice byla linearni,
resp. aby platil zékon superpozice (tj. ze piirtistky ¢asu jsou konstantni).

Abychom nemuseli stale vypocitavat obraz podle defini¢niho integralu a pak provadét zpétny
ptevod do casové oblasti, jsou zpracovany slovniky LT - strucny slovnik LT je uveden v

priloze 1.

Diferencialni rovnici mtizeme pii nulovych pocate¢nich podminkach pouzitim véty o obrazu
derivace V1 pievést na pienos soustavy (obrazovy prenos) - coz je obraz diferencidlni
rovnice pii nulovych pocate¢nich podminkéch.

anp"Y(p) + anflp”_lY(p)+...+a0Y(p) = bmp'”U(p)+...+b0U(p)

Y(p)(anp" +...+a0) = U(p)(bmp'" +.. .+b0)

Z ¢ehoz obrazovy prenos

o )= Y(p) _b,p"+..4b,
U(p) a,p"+..4+a,

Zakladni rovnice pienosu

G(p) = Y(p) _ by +bpt..+b,p
U(p) a,+ap+...+a,p

se ¢asto upravuje:




Dynamickeé systémy

bo bl b m mn ;
—+—p+...+"p § Zﬁp
G(p) = a,” _ Pyt PiptetPup” _ T
1+ﬂp+_m+a7npn l+a,p+..+a,p S
aO aO i=1

V praxi mé pfenos soustavy casto tvar
bO
a, K

G(p) =

= 2.2 n_.n

1+ﬁp+'__.+&pn I+ Tip+ 1L p°+..+Tp
a, ay )

kde K je zesileni soustavy, T; jsou Casové konstanty.
Polynom ve jmenovateli pfenosu se nazyva charakteristicky polynom. Koteny tohoto
polynomu se nazyvaji poly systému:
a, p"+a,, p" +.ta pta,=a,(p-p)p-p)-(p-p,)
kde pi (i=1,2.....n) jsou pdly systému.

Kofeny polynomu v ¢itateli pfenosu jsou nuly systému. Citatel lze psat:
bm p”’l +bm—1 'pm_l +"'+b1 'p+b0 :bm(p_nl)(p_nz)”'(p_nm)
ni (i=1,2...m) jsou nuly systému.

Poly 1 nuly mohou byt bud’ redlné, komplexné sdruzené nebo ryze imaginarni. Zaporn€ vzaté
prevracené hodnoty realnych p6li a nul jsou casové konstanty.

n=-- p=-1
bi n;
Pak 1ze ptenos psat:

b, (1+pT))(1+pT;)...+(1+pT, )

G(p)= a, (1+pT,)(1+pT, ).+ (1+ pT, )

Na zaklad¢ znalosti polohy p6la a nul pfenosu v komplexni roviné p, 1ze urcit vnéjsi chovani
soustav (obr. 32). Rozlozeni p6li a nul v komplexni roviné urcuje dynamické vlastnosti
soustav. U polt a nul je rozhodujici jejich poloha vzhledem k imaginarni ose (mez stability).
V levé komplexni poloroving jsou stabilni poly a nuly (maji zdpornou realnou ¢ast), v pravé
poloroving jsou nestabilni poly a nuly (maji kladnou realnou ¢ast).

Pri¢inou zépornych redlnych polt (p, =-a,,a, >0) je aperiodicky prechodovy jev.
Komplexné¢ sdruzené poly (p, =-a,*jo,,a, >0) zplsobuji kmitavy charakter

prechodového déje. Cim jsou stabilni poly déle od imaginarni osy, tim je piechodovy dgj vice
tlumen.
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Im A Komplexni rovina

Stabilni Nestabilni

oblast oblast
Re

Stabilni )

oblast Nestabilni
oblast

Mez
stability

Obr. 32 Oblast stability spojitych systému

;{ Reseny piiklad 5

Vypocitejme Laplacetv obraz Heavisideova jednotkového skoku 7(2):
1 prot=0

1) = .
1) {O prot<0

Reseni:

F(p)= LA} = [ £0)e 7 di = [1edr = {—le’”} R R
0 0 p 0 p P

;{ Reseny piiklad 6

Dokazme  pomoci  definiéniho  vztahu  Laplaceovy  transformace,
Lif'w} =p F(p) -10)

Reseni:

' i ' -pt Uze_pt,V’:f’(t)
_ Pt =
Hro}=]roera ‘u':—pe-m,wf(r)
N

) Reseny piiklad 7

zZe

plati

=l o) + Tp e f(nydt=pF(p)- f(0).

Vypocitejme original f(¢) k obrazu F(p) s redlnymi kofeny polynomu jmenovatele p; = -1,

p>= -2,p3 =-3:

F(p):M(p): 4p+6 .
N(p) (p+D(p+2)(p+3)
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Reseni: Obraz F(p) (racionalni funkci lomenou) rozloZime v soudet parcialnich zlomkd
4p+6 A4 N A, N A,
(p+D(p+2)(p+3) p+1 p+2 p+3

Konstanty A;, A, A; ur¢ime tak, ze odstranime zlomky a srovname koeficienty u jednotlivych
mocnin komplexni proménné p.

4, =1
4, =2
A, =-3.

Original ziskame zpétnou transformaci souctu parcialnich zlomkt

o a1 2 3
fO=L"F(p)j=L {p+1+p+2 p+3}

pouzitim slovniku Laplaceovy transformace v ptiloze 1:
fy=e'+2e”" -3¢

}: Reseny piiklad 8

Najdéme original f{z) k danému obrazu F(p), ktery ma v polynomu jmenovatele tfinasobny
koten p; = -2, jednoduchy koten p, = -3 a nulovy koten p; =0,

1
p(p+2)°(p+3)

Reseni: Rozklad obrazu F(p) na soudet parcialnich zlomki pouzitim Heavisideova rozvoje
bude:

F(p)=

Bl BZ B3 Al AZ
+ -+ o+ +—=
p+2 (p+2)° (p+2) p+3 p

Vypocitame jednotlivé konstanty odstranénim zlomki a srovnanim koeficientti u jednotlivych
mocnin komplexni proménné p:

F(p)=

1
B3 =—5
1
B2 :Z
P
8
4L
3
1
A =—
> 24
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Pak
3 1 1 1 I 1 11 11
F(p)=— +— == T+ +——.
8p+2 4(p+2) 2(p+2)y 3p+3 24p
Hledany original bude

SR YR IO YRR PP SRR [
l)=——e " +—te " ———te”" +—-e  +—.
/) 8 4 2.2 3 24

}-,"{ Reseny piiklad 9

Hledejme teSeni diferencidlni rovnice

'@+ 5y + 6y =12u()

pro kterou plati poc¢ate¢ni podminky y(0) = 2, y'(0) = 0 a budici funkce je definovéna.:
ut)=1 prot>0

ut)=0 pro ¢ <0.

ReSeni: Pouzitim véty o derivovani originalu a véty o linearité¢ a skutecnosti, Ze obraz levé
strany diferencialni rovnice se rovna pravé stran¢ této rovnice, dostadvame:

L{y"®) +5y'(1) +6y1)} =L{12 u(t)}
PYP)—py(0)—y'(0) +5p Y(p) =5 y(0) + 6 Y(p) = 12 U(p)
Y(p)p? +5p+6]=2p+10+121
P

2p° +10p+12 2
V(p)= "t Pt

p(p”+5p+6) p
Hledané¢ feseni diferencialni rovnice je
y(O) =L"{Y(p)} =2

N
2R

Hledejme teSeni diferencidlni rovnice

Y+ 3y =e”
pro pocatecni podminku y(0) =0

Reseny piiklad 10

Reseni:
L{y'(t) +3p(1)} = L{e”}

PY(p)=y(0)+3¥(p) = ——
p+2
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Y(p)= _

(p+2)(p+3)

Pouzijeme Heavisideova rozvoje
A 1 1

V(p)=t e

p+2 p+3 p+2 p+3
kde
A4 =1
A4, =-1.

Hledané feseni je

YO =L {Yp)} =¥ —e”
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Rozdéleni zakladnich linearnich dynamickych soustav

Linearni dynamické soustavy lze tfidit podle riznych hledisek. Velmi dilezitym hlediskem je
vlastnost ustdlen¢ho stavu, a to, zda existuje (a je nenulovy, pfip. nulovy) nebo neexistuje
Vlastnost ustalené¢ho stavu se velmi dobie posuzuje podle priabehu piechodové charakteristiky
h(t) pro t — co. Podle tohoto hlediska délime soustavy na:

vvvvvv

e proporciondlni (diivéjsi termin statické)
e integracni (diivéjSi termin astatické)

e derivacni

Proporciondlni soustavy

Rad diferencialni rovnice popisujici soustavu vyjadiuje ¥ad soustavy. Proporcionalni soustavy
se pi1 vychyleni z ustadleného stavu samy ustali na nové hodnoté ustaleného stavu, pricemz
tento stav je nenulovy. Proporciondlni soustavy se vyznacuji tim, Ze ve jmenovateli ani
v Citateli pfenosu G(p) nelze vytknout komplexni proménnou p. V diferencialni rovnici
popisujici proporciondlni soustavu je koeficient ay nenulovy. Pienosy zdkladnich
proporciondlnich ¢lenit maji tvar:

1. Soustava nultého Fadu (proporcionalni ¢len bez setrvacnosti, idealni proporcionalni

¢len)
a, y(t)=byu(t)
_Y(p) _by _
P = p) e,

kde k je zesileni soustavy (koeficient pfenosu). Jeho fyzikdlni rozmér je dan pomeérem
fyzikélnich rozmért vystupni y(?) a vstupni u(z) veli¢iny. Pro |k| > 1 jde o zesileni a pro |k <1
o tlumeni.

Ptiklady: zesilovace (proporciondlni regulator), prevodovky, potrubi s kapalinami.

¥t

Obr. 29 Ptechodova charakteristika soustavy 0. fadu
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2. Soustava prvniho Fadu (proporcionalni ¢len se setrvacnosti 1. Fadu)
a,y'(t)+ayy(t)=byu(t)

_Y(p) _ b, _ K

G(p)= = =
(p) U(p) a,p+ta, Tp+l

. b, . — : y a, . .
kde je k=" je zesileni soustavy (koeficient pfenosu), 7=-' je Gasova konstanta (s
a, a
fyzikélnim rozmérem cas).

Piiklady: tlakové nadoby, pritok plynu, elektrické obvody s odpory a kapacitami, povrchova
teplota materialu, nadrze pti regulaci hladiny, regulace otacek motort.

¥

Obr. 30 Pfechodova charakteristika soustavy 1. fadu

3. Soustava druhého Fadu (proporcionalni ¢len se setrvacnosti 2. Fadu)
a,y"(t)+a,y'(t)+a,y(t)=b,u(t)
_ Y(p) _ b, k

- U(p) - a2p2 ta,p+a, - szz +T,p+1

G(p)

kde £ je zesileni soustavy (koeficient ptenosu), 7}, 7, jsou Casové konstanty.

O pribéhu prechodové charakteristiky rozhoduje rozlozeni po6lid a nul v komplexni roviné.
Poly systému ziskdme teSenim charakteristické rovnice (kvadratického troj¢lenu ve
jmenovateli pfenosu):

/.
+-p+——=0
p sz T,

2
T, T, 1
Pro=— | -
27, 27, T,
Prubéh prechodové charakteristiky zavisi na hodnoté diskriminantu D rovnice (89):

1) D < 0 (kofeny komplexné¢ sdruzené) - pirechodova charakteristika je kmitava
(periodicka),
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2) D=0 (dvojnasobny koien) — ptechodova charakteristika je na mezi aperiodicity,
3) D > 0 (dva realné zéporné koteny) — prechodova charakteristika je nekmitava
(aperiodicka).
Jsou-li kofeny charakteristické rovnice komplexné sdruzené (kmitava soustava), pak je mozno
prenos vyjadrit ve tvaru:
k

G(p)= :
(P e aer pe

kde T) je perioda kmitani a & je koeficient tltumeni.
Ptiklady:

Apriodicky prubéh maji: soustavy tepelné, vyméniky tepla, pece, nadrze, tlakové nadoby,
regulace otacek a vSechny soustavy slozené ze dvou Clenil prvniho fadu.

Kmitavy pribéh maji: soustavy obsahujici setrvaéné hmoty (hmotnost na pruzing), elektrické
obvody soucasné obsahujici odpory, induk¢nosti a kapacity (oscilacni obvody).

V()

Obr. 31 Prechodova charakteristika kmitavé soustavy 2. fadu

4. Soustava s dopravnim zpozZdénim (idealné zpozd’ujici ¢len)
a, J’(t):bo ”(Z_Td)
b() -pT, -pT,
Glp)="Le =ke "
a
kde T,je dopravni zpozdéni (s fyzikadlnim rozmérem cas).

Clen dopravniho zpozdéni se v Casové oblasti vyznacuje tim, Ze ¢asovou odezvu nezméni, ale
pouze zpozdi o dopravni zpozdéni 7.

Ptiklady: dopravniky, fizeni kontinudlnich vélcovacich stolic, vrstveni tekutymi materialy
(polévani filmové podlozky emulsi).
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¥(©

Obr. 32 Prechodova charakteristika soustavy s dopravnim zpozdénim

Integracni (astatické) soustavy

U integracnich soustav klidovy ustaleny stav h(w) na piechodové charakteristice #(z)
neexistuje, a proto u nich neexistuje ani statickd charakteristika. Integracni soustavy se po
vychyleni z ustadleného stavu bez plisobeni regulatoru jiz neustali v nové hodnoté ustaleného
stavu. Prakticky to znamend, ze pro kazdou nenulovou ustalenou hodnotu vstupni veli¢iny
vystupni veli¢ina roste (nebo klesa) az na hodnotu danou fyzikdlnim omezenim. Integracni
soustavy se vyznacuji tim, Ze ve jmenovatelich jejich pfenost G(p) lze vytknout komplexni
proménnou p. V diferencialni rovnici popisujici integracni soustavu je koeficient ay = 0.
Ptenosy zakladnich integracnich ¢lent maji tvar:

1. Soustava prvniho Fadu (integracni ¢len bez setrvacnosti, idedlni integracni ¢len)
a,;y'(t)=b,u(t)

Y k 1
G(p) _ (p) _ 0 _ 1 _

Utp) ap P Tip (g4

b, . . y ot y , y i1
kde k;=— je koeficient pfenosu s fyzikalnim rozmérem danym pomeérem fyzikalnich

a;

rozméra vystupni y(z) a vstupni u(z) veli¢iny d€leny ¢asem, Tj je integracni casova konstanta

(T, = 2]).

Ptiklady: integracni regulator, fizeni vozidel, plnéni velkych zasobnikli plynem, zasobniky
sypkych hmot, nadrze s nucenym pfitokem a odtokem, kondenzatory.
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y(©)

-

Obr. 33 Ptfechodova charakteristika integracni soustavy bez setrvacnosti

Soustava druhého fadu (integracni ¢len se setrvacnosti 1. Fadu, realny integracni

2.
€len)
a,y"(t)+a,y'(t)=byu(t)
Gp)=—y oo K
pla,p+a) pT,p+1) T,p(T, p+1)
kde k=0 a1, = %2
a; a;

¥

Al=

0 T 1 t

Obr. 34 Pfechodova charakteristika integracni soustavy se setrva¢nosti 1. fadu

V literatufe se uziva termin Fdd astatismu. Udava pocet integracnich ¢lenli. Napf. integracni
soustava g+ n-tého tadu se setrvacnosti n-tého fadu s fadem astatismu ¢ ma prenos:

bO
p"(anp" + an_lp"_l... + a,)

G(p)=
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Derivacni soustavy

U derivacnich soustav sice ustaleny stav /(o) na ptechodové charakteristice /(?) existuje, ale
je nulovy, tzn. staticka charakteristika je trividlni y(o0)=0. Pfenosy derivacnich soustav se
vyznacuji tim, ze v jejich Citatelich 1ze vytknout komplexni proménnou p. Pfenosy zakladnich
derivacnich ¢lenti maji tvar:

1. Derivacni soustava bez setrvacnosti (idealni derivacni ¢len)
ao)’(t): b, ”’(t)

_Yp)_b, .
G(p)—U(p) o P=Top

b, . . . y s . o1 y
kde Tp =" je je koeficient pfenosu (derivaéni ¢asova konstanta) s fyzikalnim rozmérem
a4y
danym pomérem fyzikalnich rozmér vystupni y(z) a vstupni u(z) veli¢iny nasobeny Casem.
Ptechodovou charakteristikou je Diraciiv impuls. Idedlni derivaéni ¢len je fyzikalng
nerealizovatelny (m > n).

¥(©)

Obr. 35 Prechodova charakteristika idealni derivacni soustavy

2. Derivac¢ni soustava se setrvacnosti 1. Ffadu (realny derivacni ¢len)

a,y'(t)+a, y(t)=b,u'(t)

G(p):Y(p): bp _ bp _Tpp
U(p) a p+ta, Tp+l Tp+l

b, . . y a, . .
kde Tp = je koeficient pienosu a T = je Casova konstanta.
a a

Ptiklad: derivacni regulator, elektrické obvody s odpory a kapacitami nebo s odpory
a indukénostmi.
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¥(t)

tis]

Obr. 36 Prechodova charakteristika realné derivacni soustavy

Z Shrnuti pojmu

Matematicky popis dynamickych systémt, popis linedrni diferencidlni rovnici, zékladni
vlastnosti Laplaceovy transformace, popis pienosem v Laplaceové transformaci, rozdéleni
zakladnich linearnich dynamickych soustav.

‘7 Otazky

Uved'te ptiklady matematického popisu spojitych linearnich soustav.
Jakym zpuisobem popisujeme statické s dynamické vlastnosti dynamickych systéma?
Popiste zakladni vlastnosti Laplaceovy transformace.

Definujte pienos v Laplaceové transformaci.

wokwh e

Proved’te klasifikaci zakladnich linearnich dynamickych soustav
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6. LOGICKE SYSTEMY

@ Cas ke studiu: 3 hodiny

@ Cil Po prostudovani tohoto odstavee budete umét

e definovat pojem logickd proménna a logické funkce

e popsat zakladni logické funkce

¢ definovat a vysvétlit zékladni zdkony Booleovy algebry
® popsat zpiisoby realizace a minimalizace logickych funkci

LLIJ| Vyklad

Logicka proménna, logicka funkce

Pti vyhodnocovani stavii technologického procesu mnohdy dostacuje zjistit, zda né&jaka
¢innost nastala nebo nenastala, napf. motor se to¢i - netoci, bylo dosazeno urcité teploty,
ventil je otevien - zavien. Hodnoty mezi témito dvéma stavy nas nezajimaji. Informace o této
skutecnosti nabyva pouze dvou hodnot. Vyhodou je, Ze zpracovéani takové informace je
mozno provést jednodusSimi a spolehlivéjsimi prosttedky nez pfi zpracovani spojitych
signalt.

Vstupni ¢leny pievadéji (zpravidla spojité) vstupni veliiny na nespojity vystupni signal, ktery
nabyva pouze dvou hodnot. Jsou to napf. kontaktni nebo bezdotykovy snimaé polohy,
kontaktni manometr, kontaktni teplomér, rlizné tlacitka, spinace apod.

Vystupni ¢leny zpracovavajici takovou dvouhodnotovou informaci a ptsobi jako akéni Cleny
v navazujicich obvodech. Jsou to napf. relé, stykace, elektromagnetické spojky,
elektromagnety apod.

Filozoficka disciplina /ogika - nauka o vyrocich a vazbach mezi nimi - pfifazuje takovym
informacim oznaCovanym jako logické proménné Cisla 0 a 1 nebo téz 0 a I. Rikdme, Ze
logickéd proménna ma hodnotu logické nuly nebo logické jednicky. Vyznam logickych hodnot
je

0 - vyrok neplati, ¢innost, signal neexistuje, obvod nevede....

1 - vyrok plati, ¢innost, signal existuje, obvod vede....

Logicka proménna vyjadiuje pouze dva stavy. Je-li logickych proménnych n, pak lze jimi
vyjadiit 2" riznych stavi.

Jestlize jednotlivym logickym proménnym pfisoudime jednotlivé fady binarniho &isla, pak
dekadicky ekvivalent tohoto binarniho ¢isla oznaujeme jako stavovy index s.

Vztah mezi logickymi proménnymi je urcen tzv. logickou funkei.

Logicka funkce je ptedpis, ktery pfifazuje kombinacim hodnot jedné nebo vice vstupnich
logickych proménnych hodnotu vystupni proménné.
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Jednim ze zptsobl vyjadieni logické funkce je tzv. pravdivostni tabulka. V jeji levé Casti
jsou uvedeny vSechny mozné¢ kombinace hodnot vstupnich proménnych, v pravé casti je
témto kombinacim pfifazena vystupni hodnota logické funkce.

1.1. Zakladni logické funkce

Pro oznaceni vstupnich proménnych obvykle uzivame mald pismena ze zacatku abecedy
(budeme uzivat pismena a, b), pro vystupni proménné mald pismena z konce abecedy
(uzijeme pismeno y).

Funkce jedné proménné, negace

Nejsnaze lze demonstrovat logické funkce na ptipadu funkci jedné vstupni proménné a.
Pravdivostni tabulka této funkce bude mit na levé stran¢ pouze jeden sloupec. Hodnotam této
jediné nezavislé proménné lze pfifadit vystupni hodnoty ¢tyfmi zpisoby, tedy existuji Ctyfi
logické funkce jedné proménné y; az y,, jejichz pravdivostni tabulky shrneme do spolec¢né
tabulky s jedinym vyjadienim hodnot vstupni proménné a.

| Vi Y2 V3 V4

0 0 0 1 1
1 0 1 0 1

vvvvvv

ma vstup. Tuto funkci nazyvame negace.

Slovni oznaCeni: negace, inverse, "non"’

y=a tedy 1=0, 0=1
Pravdivostni tabulka: a y

0 1

1 0

Funkce dvou proménnych
Podtu n vstupnich proménnych lze obecné pfifadit 2*" logickych funkci. Dv& vstupni
proménné davaji Ctyii kombinace vstupnich hodnot, kterym lze pfifadit 16 riznych logickych

vvvvvv

Slovni oznaceni: logicky soucin, "i", "AND", konjunkce, priinik

y=a-b tedy 1.1=1, 1.0=0, 0.0=0
Pravdivostni tabulka: a b y

0 0 0

0 1 0

1 0 0

1 1 1

Slovni oznaceni: logicky soucet, ""nebo", "OR", disjunkce, sjednoceni

v=a+b tedy 1 +1=1, 1+0=1, 0+0=0
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Pravdivostni tabulka:

—_0 = O | S
—_— = O <

a
0
0
1
1

Funkce logického souctu i logického soucinu lze samoziejmé definovat pro libovolny pocet
vstupnich proménnych.

SloZené logické funkce

Mezi Sestnact moznych logickych funkci dvou proménnych patii i nasledujici dvé funkce,
jejichz hlavni vyznam je ve skuteCnosti, ze libovolnou logickou funkci lze realizovat
vyhradnim uzitim c¢lena realizujicich jednu z nich. Mizeme je ale definovat rovnéz jako
funkce slozené z vyse uvedenych tii funkci.

Negovany logicky soulin- funkce Shefferova

y=a-b
Pravdivostni tabulka: a b ab | y= a-b
0 0 0 1
0 1 0 1
1 0 0 1
1 1 1 0

Negovany logicky soucet - funkce Pierceova

yv=a+b
Pravdivostni tabulka: a b atb| y=a+b
0 0 0 1
0 1 1 0
1 0 1 0
1 1 1 0

1.2. Operace s logickymi proménnymi, funkcemi

Pro operace s logickymi funkcemi lze definovat tzv. logickou algebru, tedy soubor axiomt,
ktery musi byt:

o konzistentni (bezesporny), tj. Ze pii spravném postupu nelze odvodit odporujici si vyroky,

e uplny, tj. ze pridanim jakéhokoli dal§iho pravidla, vyroku, axiomu by se porusila
konzistentnost této algebry.
Nejznaméjsi a v technické praxi nejuzivanégjsi logickou algebrou je tzv. Booleova algebra

nazvand po vyznamném irském matematikovi a logikovi Georgu Booleovi (1815 - 1864),
ktera se opira o tfi zakladni operace:
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® negaci,
o logicky soucin (konjunkci),
o Jogicky soucet (disjunkci).

Zakladni axiomy Booleovy algebry

Jedem z moznych systému definujicich Booleovu algebru zavedl v roce 1904 American E. V.
Huntington.

Booleovou algebrou pak nazyvame kazdou mnozinu B obsahujici dva rizné prvky 0 a 1 a

dale prvky x, y, z, ...a v niZ jsou definovany operace souctu (x+y), soucinu (xy) a negace (;)
tak, Ze plati ndsledujici soubor axiomu:

1. Vnitini zakony kompozice:

JestliZe x a y jsou prvky mnoZziny B, pak také x+y a xy jsou prvky této mnoZiny.

2. Zakony absorpce:

V mnoziné B je vyznacny prvek 0 takovy, ze x + 0 =x je splnéno pro libovolny prvek x
mnoziny B. Obdobn¢ existuje vyznacny prvek 1, u né¢hoz plati x.1 = x.

3. Komutativni zakony:

Pro prvky x a y mnoziny B je vzdy splnéno x + y =y + x a soucasné xy = yx.

4, Distributivni zakony:

Pro prvky x, y a z z mnoziny B je vzdy splnéno x + (yz) = (x + y)(x +z) a soucasné
x(y +z)=xy+xz

5. Zakony vyloudeni tfetiho:

Ke kazdému prvku x z mnoziny B se vyskytuje prvek ;, pro ktery plati xx =0 asoudasné
x+x=1.

6. Jsou alespon dva takové prvky x a v z mnoziny B, Ze plati X # v.

Z téchto axiomu Ize odvodit veSkera pravidla pro operace s logickymi funkcemi
a proménnymi provadénymi uZitim Booleovy algebry.

Logicky vyraz, tzv. Booleiv se tedy skladd ze symbolt 0 a 1, z pismenného oznaceni
logickych proménnych x, y, z, ...a ze symbolil operaci Booleovy algebry, tedy soucinu, souctu
a negace.

Pro operace plati nasledujici pravidla:

e operace se provadi v poradi nejprve operace negace, dalsi operace logického soucinu
a nakonec operace logického souctu,

e jestlize jsou ve vyrazu uzity zéavorky, provadi se nejprve operace uzaviené
v nejvnitinéjsich zavorkach,

vyrazu do zavorek, coz je nutno respektovat pii aplikaci ptredchoziho pravidla.
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Souhrn pravidel Booleovy algebry

Pro operace v takto definované Booleové algebie 1ze odvodit nasledujici zakladni pravidla
zahrnujici rovnéz jeji zakladni axiomy:

1. Zakon agresivnosti a neutralnosti prvka 0 a 1

x+1=1 x+0=x x.0=0 x.1=x
2. Komutativni zakon

xXty=y+x Xy =yx

3. Asociativni zdkon

x+t@y+z)=(x+y+z

4. Distributivni zdkon

X+ (yz)=(x+ykx+z

xX(yz) = (xy)z

xX(y+z)=xy+xz

5. Zakony absorpce

XxX+tx=x XX =X
x+txy=x x(x+y)=x
6. Zakony absorpce negace

x+;y=x+y x(;+y):xy
X+xy=x+y ;(x+y):;y
7. Zakon dvojité negace

X=Xx

8. Zakon vylouceni tfetiho

X+ ; = 1 x; = O

9. De Morganovo pravidlo (pravidla o vytvofeni negace)

X+y+z=x-y-z

X-y-z=x+y+z

Negace souctu proménnych je rovna soucinu negovanych proménnych. Negace soucinu
proménnych je rovna souctu negovanych proménnych. De Morganovo pravidlo plati pro
libovolny pocet logickych proménnych.

Realizace logickych funkci

Logickych funkci pouzivame k fizeni technologickych procest. Jedna se jak o systémy zcela
jednoduché, napt. dvoutlacitkové ovladani motoru, az po vrchol soucasného logického fizeni -
Cislicovy pocitac - ktery veskeré funkce vCetné matematickych operaci s Cisly - provadi uzitim
zakladnich logickych funkci.Logické funkce jsou realizovany logickymi obvody. Ty mohou
mit riznou technickou podstatu, 1ze je realizovat mechanicky (napt. dveini zamek tvoti funkci
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logického soucinu), pneumaticky, elektricky. V soucasné¢ dob& pievlada realizace
elektronickymi polovodi€ovymi obvody, tzv. integrovanymi obvody, které maji na jedné
kfemikové desticce - substratu - integrovany elektronické obvody realizujici tyto logické

vvvvvv

Nejrozsahlejsi jsou polovodi¢ové paméti.

Logické obvody délime podle nésledujiciho schématu:
kombinaéni
Logické obvody (funkce) < synchronni

sekvenéni <

asynchronni

Kombinacni - hodnota vystupnich veli¢in zavisi jen na kombinaci vstupnich veli¢in.

Sekvencni - hodnota vystupnich veli¢in zavisi jednak na kombinaci vstupnich veli¢in a déle
na predchozim stavu (napft. logické automaty pro fizeni vyrobnich linek, automatické pracky
apod.). Tyto obvody musi vzdy obsahovat vnitini proménné (paméti).

Synchronni - vSechny zmény v logickém obvodu probihaji soucasn€. Zmény jsou fizeny
synchroniza¢nimi impulsy.

Asynchronni - stav obvodu se méni ihned po zméné vstupu, prace obvodu neni
synchronizovana.

Pro realizaci sekvencnich obvodi se uziva stejnych kombina¢nich prvki jako pro obvody
kombinaéni. Informace o pfedchozim stavu systému se ziskdvaji zavedenim vystupnich
veli¢in na vstupy zpracovavajicich ¢lend soucasné se vstupnimi veli¢inami.

Logické funkce lze realizovat technickymi prostfedky, které jsou zaloZeny na nasledujicich
technickych prvcich.

o Mechanicka relé

. Integrované obvody

o Programovatelné logické automaty.

Kazdému z téchto prvkl odpovida specificky zplsob znazornovani schéma zapojeni téchto
prvki. Reléové obvody se znazornuji v liniovych kontaktnich schématech. Elektronické
logické prvky vyuzivaji blokovych schémat a funkce programovy logickych automati je
popsana nekterou formou dokumentace software. Pii realizaci logickych funkci vychazime
zpravidla z minimalizovaného tvaru logické funkce.

Realizace uzitim relé

Relé je pristroj obsahujici elektromagnet, ktery ovlada spinani kontakti. Kontakty jsou
dvojiho druhu, tzv. pracovni (spinaci), které jsou sepnuty tehdy, je-li civka relé pod proudem,
a dale klidové (rozpinaci), které jsou sepnuty v bezproudém stavu civky a po pfipojeni proudu
s rozepnou.

Klidové a pracovni kontakty maji 1 rtizné ovladaci prvky, jako jsou tla¢itka, koncové spinace
apod.
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Realizace uzitim logickych ¢leni, tzv. hradel

V soucasné dobé jsou k disposici elektronické prvky, tzv. logické integrované obvody. Na
kifemikové destiCce, tzv. ¢ipu, jsou vytvoreny polovodi¢ové obvody realizujici rizné logické
funkce. Jestlize chceme pouzit integrované obvody realizujici negované logické souciny,
upravime logicky vyraz do tvaru vyjadiujici funkci pomoci negovanych logickych soucinti.
Vysledny tvar je pak navodem pro realizaci obvodu.

Schematické znazornéni zékladnich logickych funkci pomoci hradel a relé je uvedeno na obr.
38:

A > 1 Y=A+B B
S _—/—

B rd
Logicky soucet OR Y
—&—|
gy
A B
A > & Y=A.B
—>
B 7z
Logicky sou¢in AND Y |
|
—]
1 _
A—ems o——> Y=A
Negace NOT
A & —
o——> Y=A.B
B N

Shefferova funkce NAND

A 1
o————> Y=A+B

B —

Piercova funkce NOR

Obr. 37 Realizace zékladnich logickych funkci pomoci hradel a relé.
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Realizace programovatelnymi logickymi automaty

Programovatelné logické automaty predstavuji speciadlni pocitac. Jejich funkce se fidi
programem, coz je posloupnost instrukei provadéjici aritmeticko-logické operace a ptresuny
mezi svou operacni paméti, aritmeticko- logickou jednotkou (ALU) a vn&j$im prostiedim.

V praxi se pouzivaji tii zpusoby programovani logickych automatli pro kombinacni logické
ulohy. Jsou to jazyky

* liniovych, resp. kontaktnich schémat (Ladder Diagram — LAD), resp. Kontaktplan — KOP)

* blokovych schémat logické funkce (Control System Flowchart — CSF, Funktions plan —
FUP)

* symbolickych instrukei (STATMENT LIST — STL, resp. Anweisungsliste — AWL)

Prvi dva zptsoby vyuzivaji grafiku, zatimco tfeti je zaloZen textoveé. V tabulce 1.6 je ukazka
uvedenych zplsobll programovani logickych automatii na ptikladu logického souctu dvou
logickych proménnych. Jména vstupnich logickych proménnych jsou ve skutecnosti oznaceni
symbolickych adres 1 0.0 a I 0.1, dtlezitych pro obsazeni paméti pocitace. Vysledek je ulozen
na adrese Q 0.0. VSechny tfi proménné jsou typu BOOL (Boolean). U blokového schématu je
pouzit blok vysledku s adresou nad jeho znackou. Jazyk symbolickych instrukci pouziva
posloupnost ptikazl v fadcich, ve kterych na prvnim misté &je typ operace a na druhém misté
operand, coz je u piikazu pouzitych v piikladu adresa, ale neplati to obecné. V ptikladu je typ
operace oznacen symbolem O (OR), tj. logicky soucet. Pro logicky soucin se pouziva zkratka
A (AND). Symbol = oznacuje uloZeni vysledkii tina adresu, kterd je operandem tohoto
ptikazu.

Vyjadreni logickych funkei

Zakladni grafické vyjadieni logickych funkci jsou pravdivostni tabulky, logické vyrazy a
logické mapy. Tyto formy zapisu se uzivaji pro uvodni operace zapisu a zpracovani logickych
funkei, logickych vyrazh tak, abychom ziskali kone¢nou formu vyrazu vhodnou pro jeho
realizaci v logickém fizeni. Tato forma je v dal§im zpravidla minimalizovana, tj. hleddme
takovy tvar logického vyrazu, aby bylo pro jeho realizaci mozno pouzit minimalniho poctu
prvkd.

Pravdivostni tabulka

Definujme napft. logickou funkci tii proménnych y = fla, b, ¢). Necht’ je tato funkce popsana
pravdivostni tabulkou. V prvych ttech sloupcich pravdivostni tabulky jsou zapsany vSechny
kombinace hodnot vstupnich proménnych, ve ¢tvrtém pak hodnota funkce odpovidajici

ptislusné kombinaci vstupnich proménnych. N&kdy pro orientaci uvaddime v pravdivostni
tabulce i1 stavovy index s.
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Pravdivostni tabulka zadané funkce

175]
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SO~ RO OO —|Y
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Touto pravdivostni tabulkou je ptislusnd logicka funkce plné zadana.
Mapy

Logickou funkci lze pro piehlednost zaddvat mapou. Mapa je grafickym zndzornénim
Booleovy funkce, kterd vyjadiuje vztah zavislé a nezavislé proménné. Pro n vstupnich
proménnych je poéet kombinaci jejich hodnot 2". Mapa je tvofena obdélnikem nebo ¢tvercem
rozdélnym na policka, pricemz kazdému poli¢ku odpovida jedna kombinace hodnot vstupnich
proménnych. Do polic¢ka pak zapisujeme hodnotu logické funkce odpovidajici této kombinaci
vstupnich velicin.

0 1 3
1 0 2 0
0

4 5 6 7
1 1 1

8 9 10 11
1 0 1

12 13 14 15
1 1 0 1

Velmi casto se do mapy zapisuji pouze hodnoty funkce, ve kterych nabyva funkce hodnoty 1.
Neurcité stavy se musi zvIast’ vyznacit (Srafovani nebo X).

Uzivaji se dva zakladnimi tvary zapisu logické funkce logickym vyrazem:

e dplnd disjunktivni normdlni forma (UDNF), tedy soudet souéint zakladnich proménnych
nebo jejich negaci,

e uplnd konjunktivni normalni forma (UKNF), tedy souéin souéti zakladnich proménnych
nebo jejich negaci.

Pii prepisu funkce zadané pravdivostni tabulkou do tvaru logického vyrazu lze postupovat
viceméné mechanicky.

Piepis do tvaru souétu soudini (UDNF) provedeme tak, Ze vyhleddvame ty kombinace
vstupnich proménnych, pro které ma vystupni proménna hodnotu 1. Pro kazdou takto
nalezenou kombinaci napiSeme takovy soucin vstupnich proménnych, resp. jejich negaci, aby
tento soucin mél pravé hodnotu 1. Znamena to, ze v piipad¢, Ze vstupni proménnd ma v
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daném fadku hodnotu 1, zapiSeme tuto proménnou piimo, pokud ma vstupni
proménna hodnotu 0, zapiSeme do vyrazu negaci této vstupni proménné. Soucet takto
vytvotrenych soucind je logickym vyrazem dané logické funkce.

Piepiseme logickou funkci zadanou tabulkou do logického vyrazu ve tvaru UDNF. V tabulce
postupné shora vyhledavame ty fadky, v nichz je hodnota y = 1
¢len odpovidajici stavovému indexu

s= 0 4 5

y =abc +abc + abc

Pii piepisu do tvaru soudinu souéti (UKNF) naopak vyhledavame ty fadky, kde je hodnota
funkce y =0 a do jednotlivych soucti zapisujeme podminky odpovidajici nulové hodnoté¢
tohoto souctu. Tedy naopak proti minulému postupu musime zapsat pfimou proménnou v
pripadé, ze tato proménna ma v daném fadku hodnotu 0 a negaci této promeénné, jestlize ma
tato proménnd hodnotu 1. Soucinem téchto podminek dostaneme vyslednou vyraz urcujici
podminky nulové hodnoty této funkce. Pro funkci zadanou tabulkou:

¢len odpovidajici stavovému indexu

s = 1 2 3 6 7
y:(5+b+c)(a +l;+c)(5+l_9+c)(a +I;+E)(5+1;+E)

Minimalizace logickych vyrazi
Zadani logické funkce nékterym z uvedenych zpiisobli neni pro konecnou realizaci vhodné.

Proto musime ziskany logicky vyraz zjednodusit, tzv. minimalizovat, a pfipadné upravit do
takového tvaru, aby byl realizovatelny zvolenymi prvky.

Zapis logické funkce ve tvaru pravdivostni tabulky je pomérné prehledny, ale neni vhodnym
vychozim tvarem pro minimalizaci vysledného logického vyrazu.

Minimalizace podle pravidel Booleovy algebry

Vyse uvedeny logicky vyraz miizeme upravovat podle pravidel Booleovy algebry. Zde zalezi
na zkusenostech, zda dosdhneme minimalniho vyjadieni zadané logické funkce. Nicméné jsou
tyto postupy vhodné pro vytvoifeni takového vysledného vyrazu, ktery umoziuje realizovat
logickou funkci vybranymi technickymi prosttedky.

Upravme vyse uvedeny vyraz, ptitom se budeme odvolavat na pravidla Booleovy algebry:

y = abe + abe + abe = abe + abe-+ abe + abe = ab{e + )+ (a + )i

Podle pravidla 5 byl zdvojen stfedni Clen, podle pravidla 4 byly z dvojic ¢lenli vytéeny
spole¢né proménné. V dalSim postupu aplikujeme na zavorky pravidlo 8 a vytkneme
spolecnou proménnou podle pravidla 4.

y=ab+be=Ha+c)

Obdobné¢ miizeme upravit vztah (36). Podle pravidla 7 cely vyraz dvakrat negujeme a
aplikujeme pravidlo 9:

71




Logické systémy

y=;:(5+b+c)+(a+l;+c)+(5+5+c)+(a+Z;+E)+(Z+l;+2)

Aplikaci pravidla 9 na negované zavorky, v dalSim kroku vytknutim podle pravidla 4 a
nakonec aplikaci pravidla 8 obdrzime:

y=a52‘+;bz+abz+;bc+abc:al_)E+(;+a)bE+(5+a)bc:a52+bg+bc

Zdvojenim stfedniho ¢lenu podle pravidla 5, vytknutim spolecného ¢lenu ve dvojicich podle
4, aplikaci 6 na prvou a 8 na druhou zavorku a po roznasobeni prvé zdvorky obdrzime:

y:a52+b2+b5+bc:(al_7+b)2+b(2+c)=(a +b)c+b=ac+bc+b

Vytknutim b, aplikaci 1 na zavorku a konec¢nou aplikaci 9 na cely vyraz a dale na prvy ¢len
ziskame vysledny tvar shodny s tvarem (26):

y:a2+b(2+1)=m:;-5:(5+c)b

Pfi upravé vysledného vyrazu na vyjadieni negovanym logickym soucinem, neboli
Shefferovou funkci se obvykle postupuje tak, ze se vyraz dvakrat neguje a aplikuje se
pravidlo 9. Tim se prakticky dostaneme k pfedposlednimu vyjadieni vysledka ve vztahu.

Minimalizace pomoci map

Velmi piehlednou minimalizaci umoziuji mapy. Z fady riznych moznych druhti map patfi
mezi nejznaméj$i mapa Karnaughova a mapa Svobodova. Pocet poli u obou map je stejny,
nebot’ odpovida poctu moznych kombinaci na vstupu.

Vyhodou Karnaughovy mapy je, ze sousedni prvky jsou umistény vedle sebe. Nevyhoda
mapy spociva v nepohodlném zépisu prvku z tabulky.

Svobodova mapa umoziluje snadnéjsi a pfehlednéjsi zapis prvkl z tabulky, ale proménné jsou
promichany.

Mapa je grafickym zndzornénim Booleovy funkce, kterd vyjadiuje vztah zavislé a nezdvislé
proménné. V mapé¢ vyhleddvame sousedici dvojice, Ctvefice, osmice, .... logickych jednicek.
Protoze Mapa je uspotfadana tak, ze pro pfechod z jednoho pole oznaceného jednickou na
sousedici pole oznacené rovnéz jednickou se musi zménit hodnota jedné vstupni promeénné,
pak z toho plyne, Ze v tomto piipadé dosahuje logicka funkce hodnoty 1 pro oba stavy této
vstupni proménné, tedy na této vstupni proménné nezavisi. Do vysledného vyrazu pak tuto
proménnou nezapisujeme. Jedna hodnota logické 1 miize byt uzita vicekrat. Vysledny vyraz
pak ur¢ime tak, ze pro spolecnou skupinu logickych jedni¢ek zapiSeme soucin pouze téch
vstupnich veli¢in, které se v oznadené skupiné neméni a to podle pravidel pro zapis UDNF.
Uzitim map miiZeme velmi rychle dojit k minimalizovanému vyrazu.

Zakladni nevyhodou map je to, Ze jimi miZeme feSit ulohy nejvyse s 5 - 6 proménnymi. Byly
sice sestrojeny mapy s veétSim poctem proménnych a byly pro né urceny riizné zplsoby, ale
zpracovani vyrazd, které je nutné k dosazeni vysledka je u nich ponckud slozité. Proto se
vesmes omezujeme na mapy pro 4 promeénné.
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Karnaughova mapa pro:

1 proménnou

pod pruhem je hodnota logické 1, s=index pole

S f]
0 —
1

2 proménné —
0 2
S kb b I
0 |0 b
1 3 1 [0 |1 Ja.b
2 1 b~
3 1 .b
3 proménné
)
0 1 5 4
b
2 3 7 6
C
4 proménné
d
0 2 10 8
1 3 11 9
d
5 7 15 13
b
4 6 14 1
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Vime, Ze kazdé policko mapy ndm odpovida jednomu stavu z dané pravdivostni tabulky a ze
tedy jeho poloha v mapé jednozna¢né urcuje zékladni konjunkci (minterm) dané funkce. K
tomu abychom mohli zobrazit danou funkci musime do téchto policek v mapé, které
odpovidaji jednickovym mintermim dané funkce dosadit 1.

Priklad :

M¢jme funkci o tiech vstupnich proménnych a, b, ¢ zadanou tabulkou:

a |b|c |f

—_——— 0 00O
—_—_O O == OO
—O = O = O —= O
— O O = = OO =

C
Funkce je uplné urCena je-li urena hodnota v kazdém policku mapy (pro pichlednost
zapisujeme do mapy pouze 1 a predpokladame, Ze prazdna policka jsou 0).
UDNF .

f=abc + abc + abc + abc
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Priklad.:
Méjme funkci jejiz UDNF  f=abcd + abed

<P

C

Vidime, Ze uplatnénim zakont logické algebry jsme si danou funkci zjednodusili, protoze jak
se ukazalo proménna d je nepodstatna a nevyskytuje se v kone¢ném vyrazu.

Je to proto, Ze mintermy dané funkce jsou policky sousednimi a liSi se v jedné proménné.
Konjunkci o 4 proménnych nazyvame konjunkci 4-t¢ho faddu a konjunkci nazyvame
izolovanou, pokud neexistuje zadna sousedni konjunkce.

a
izolovana
o
d
1
b
1
C
Z&very :
1. VSechna policka mapy jsou pfifazena riznym kombinacim hodnot vSech vstupnich
proménnych.
2. Sousedni policka:
- maji jednu stranu spolecnou
- ptislusi kombinacim hodnot proménnych, z nichZ jedna ma riizné hodnoty
3. Lisi-li se dva ¢leny v hodnot¢ jedné proménné, miizeme je spolu zkratit na jeden ¢len podle

vvvvvv

kterym se fidime pfi ¢teni sousednich policek:

Sousedni jedni¢kova policka miizeme €ist z mapy jako jeden ¢len, ktery obsahuje pouze
proménné, jejichz hodnota je pro uvazovana policka stejna.

Cteme-li funkci z mapy miizeme si pomoci uzavienim sousednich jednigek, které spolu
sousedi do tzv. smycky.

75



Logické systémy

o 1]

f=acd

Obsahuje-li smycka dvé jednicky nazyvame ji dvojsmyckou. Kazda dvojsmycka obsahujici
dvé sousedni jednicky ndm vylucuje jednu z logickych proménnych.

—
D 1

C
Zde mame dals$i dvojsmycku a vidime, ze na hodnotu vysledné funkce zde nema vliv
proménna a. Provedeme-li rozbor vSech moznych dvojic jedni¢ek zaznamenanych v mapé,
zjistime ze, sousedni poli¢ka jsou takova, ktera lezi vedle sebe ve stejném sloupci nebo fadku
nebo ta policka, ktera lezi na konci téhoz fadku nebo téhoz sloupce.
Vsimnéme si, ze pokud ¢teme funkci z mapy, ma vyslednd funkce o proménnou méné nez
mapa. Je-li v map€ nékolik dvojic jedni¢ek uzavienych dvojsmyckou, ¢teme je postupné
nezéavisle na sobé¢.
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o]

|

C
V tomto ptipadé jednicky v mapé miZeme uzaviit do dvou dvojsmycek a vysledna funkce ma

R
10

C) b f= ;.B(?‘l‘ al_)c + ab(T
1

Aa

C

Ukazme si, ze se obecné¢ mize vyskytnout nékolik feSeni pfi ¢teni z vysledné mapy. Mame
zde 3 mapy, které nam zobrazuji jednu a tutéz funkci.

V prvnim ptipad¢ bude funkce zapsana: f=ac + abc,

ve druhém piipadé: f=abc + bc

a ve tietim piipadé¢: f=1ac + bc

Z uvedeného vyplyva ze jedna jedni¢ka se mize uzaviit do libovolného poctu dvojsmycek,
pricemz se snazime, aby vysledny vyraz pro funkci byl co nejjednodussi.

a

1 f=ac+abc ~

! O
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a
@ f=abc +bc ~
D -
C
a
ﬂ\ f=ac+bc
D 1
T

M¢jme funkci zadanou mapou.
Tuto funkci mize vyjadrit 2-mi dvojsmyckami
f=abc +abc=ab.(c+c)=2ab
f=abd+abd=ab.(d+d)=ab
V mapé¢ muzeme uzaviit tzv. ¢tyFsmycku kterd ndm umozni vyloucit dal§i proménnou.
Vytvoteni ¢tyfsmycky eliminuje vliv dalsi proménné.
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o]

D
-l

d
b
C
f=abc + abc
1>
|1
d
i
C
f=abd + abd
1 1
1
d
b
C
f=ab
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Ctytsmycky mlizeme uzavirat nasledujicim zptisobem.

A

a
a

)

[
e

o

I NPIS

/\\
NS IR
v !
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1 C

K
1 \K
C

Dvé sousedni dvojsmycky je tedy mozno spojit v jednu ctyrsmycku. Podobné dvé Ctyfsmycky

muzeme spojit v jednu osmismycku.

Pro mapy o vétSim poctu proménnych bychom spojovanim mohli vytvaret smycky dalSich

vyssich rada.

Utelem mapy je minimalizace vysledného vyrazu. Vétsi smycky vedou k jednodussimu

vyrazu, ktery je vytvafen menSim poctem proménnych. Urcujeme-li smycky snazime se

dosdhnout co nejmensiho poctu co nejvétSich smycek.

Pfi minimalizaci pomoci Karnaughovych map postupujeme nasledovné:

e Probirame postupné jednotlivd policka jedno po druhém a vSimame si, mizeme-li je
uzaviit jedinou smyckou nebo nékolika riznymi smyckami.

e MiZeme-li je uzavfit jedinou smyckou jedinym zpisobem, zakreslime smycku, zapiSeme
vyraz a pokracujeme.

e Mizeme-li policko uzaviit do nékolika smycek, policko pomineme. Nebereme v tivahu,
zasahuji-li smy¢ky navzéajem do sebe.

e Zbyvajici policka uzavieme do co nejmensiho poctu co nejvétsich smycek.

Neurcité stavy miizu povazovat za jedniCky pro uzavieni smycky.

VyuZiti neurcitych stavii

Jak jiz bylo uvedeno, né€které stavy logickych proménnych nemusi byt zadany, jsou to tzv.
neurcité stavy. Tyto neurcité stavy miizeme vyuzivat velmi jednoduse a mohou byt pomtickou
pfi minimalizaci.

o]

aip
\V
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Jelikoz neurcité stavy mizeme povazovat bud’ za 0 nebo za 1, volime jejich hodnoty tak,
abychom vytvofili co nejvétsi smycku, protoze ¢im vétsi smycka, tim jednodussi je vysledny
vyraz.

V uvedeném ptipadé je vyhodné uzavtit ¢tyfsmycku. Tteti neurCity vyraz budeme povazovat
za 0, protoze nezvysuje hodnotu zadné smycky.

Vysledna funkce

e v piipad¢ nepouziti neurcitych stavi f=acd

e v ptipad¢ vyuziti neurCitych stavih  f=cd

Miuiizeme formulovat obecné pravidlo pro praci s neurcitymi stavy:

Kazdou jednicku se v mapé snazime uzavtit do nejvetsi mozné smycky, kterd musi obsahovat
bud’ dalsi jednicky nebo neurcité¢ stavy. Vybereme nejmensi poCet smycek, které obsahuji
vSechny jednicky, neurcité hodnoty, pokud jsou uvniti smycek, pokladdme za jednicky.
Ostatni povazujeme za nuly. Smycky, které obsahuji pouze neurcit¢ hodnoty, nezahrnujeme
do vysledného vztahu.

Negace funkce

Pomoci mapy lze urcit negaci funkce podle nasledujiciho pravidla:

Je-1i dana mapa libovolné funkce y, ziskdme mapu pro negaci této funkce tak, Ze nahradime
vSechny jednicky nulami a vSechny nuly jednickami.

DIs

Priklad:

o]

y=c+ad+adc

N
o1/

"/

inverzni mapa
y =acd + adc
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V praxi nemusime kreslit novou mapu, staci, kdyz vyuzivame prazdnych poli¢ek v map¢.
Pfi hledani negace funkce, kterd obsahuje neurcité hodnoty, postupujeme tak, Ze uzavirdme
smycky stejné jako u pifimé funkce.

Existuje fada dalSich metod minimalizace logickych funkci, a to jak mapovych (mapa
Svobodova) tak pomoci vhodnych algoritmt (metoda Quineova - Mc Cluskeyova a dalsi).
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